
 

第四章课后习题 

1、已知函数 y=y(x)在任意点 x处的增量 Δy=
yΔx

 1+x2
+α，且当 Δx→0时 α是 Δx的高阶无穷小，

y(0)=π，则 y(1)等于 

(A)2π                (B)π                (C)e
 π 

4                 (D)πe
 π 

4  

2、微分方程y′+y=e−xcosx满足条件 y(0)=0的解为 y=        。 

3、求微分方程 xlnxdy+(y − lnx)dx=0满足条件y|x=e=1的特解 

4、微分方程 xy′+2y=xlnx满足 y(1)=−
 1 

9
的解为        。 

5、若函数满足f ′′(x)+f ′(x) −2f(x)=0及f ′′(x)+f(x)=2ex，则 f(x)=        。 

6、解微分方程y′=
1

xy+y3
 

7、解微分方程(x−siny)dy+tanydx=0 

8、(数二数三不用做) 

求方程y′+
 y 

x
=y2 −

1

 x2
的通解 

9、(数二数三不用做) 

解微分方程x2y′+xy=y2 

10、(数二数三不用做) 

求微分方程 3(1 + x2)y′+2xy=2xy4的通解 

11、(数二数三不用做) 

解微分方程(x2 + y)dx−xdy=0 

12、设函数 y(x)满足方程y′′+2y′+ky=0，其中 0＜k＜1，求 y(x) 

13、微分方程y′′+2y′+3y=0的通解为 y=        。 

14、求满足条件{

y′′ + 4y′ + 4y = 0

y(0) = 2                  

y′(0) = −4             

的函数 y(x) 

15、y=ex(C1sinx + C2cosx)为某二阶常系数齐次微分方程的通解，C1、C2是任意常数，求该方程 

16、求以 y=C1e
x+C2cos2x+C3sin2x (C1、C2、C3是任意常数) 为通解的微分方程 

17、求微分方程y′′+4y′+4y=e−2x的通解 



 

18、求微分方程y′′′+6y′′+(9 + a2)y′=1的通解，其中常数 a＞0 

19、y′′ −4y=e2x的通解为        。 

20、求微分方程y′′ −3y′+2y=2xex的通解 

21、二阶常系数非齐次线性微分方程y′′ −4y′+3y=2e2x的通解为 y=        。 

22、求微分方程y′′+2y′ −3y=e−3x的通解 

23、微分方程y′′ −2y′+2y=ex的通解为        。 

24、若二阶常系数齐次线性微分方程y′′+ay′+by=0的通解为 y=(C1 + C2x)e
x，则非齐次方程

y′′+ay′+by=x满足条件 y(0)=2、y′(0)=0的解为 y=        。 

25、y=
 1 

2
e2x+(x −

 1 

3
) ex是二阶常系数非齐次线性微分方程y′′+ay′+by=cex的一个特解，求 a、b、c 

26、求微分方程y′′ −y=sinx满足初始条件 y(0)=0，y′(0)=
 3 

2
的解 

27、设 f(x)=sinx−∫ (x − t)f(t)
x

 0
dt，其中 f(x)为连续函数，求 f(x) 

28、设y1(x)、y2(x)是二阶常系数齐次线性微分方程的两个特解，则y1(x)与y2(x)能构成该方程的通

解，其充分条件为    。 

(A)y1(x)y2
′(x) − y2(x)y1

′(x)=0        (B)y1(x)y2
′(x) − y2(x)y1

′(x)≠0 

(C)y1(x)y2
′(x)+y2(x)y1

′(x)=0         (D)y1(x)y2
′(x)+y2(x)y1

′(x)≠0 

29、(数三不用做) 

求微分方程y′′=y′+x的通解 

30、(数三不用做) 

求方程y′′=(y′)3+y′的通解 

31、(数三不用做) 

求微分方程y′′+
(y′)

2

1−y
=0 (其中 y≠1)的通解 

32、(数一数二不用做) 

求差分方程 2yt+1+10yt −5t=0的通解 

33、(数二数三不用做) 

欧拉方程x2
 d2y 

dx2
+4x

 dy 

dx
+2y=0 (x＞0)的通解为        。 



 

34、(数二数三不用做) 

求方程(1 + x)2y′′ − (1 + x)y′+y=
1

 1+x 
的通解 

 

 

参考答案 

1、已知函数 y=y(x)在任意点 x处的增量 Δy=
yΔx

 1+x2
+α，且当 Δx→0时 α是 Δx的高阶无穷小，

y(0)=π，则 y(1)等于 

(A)2π                (B)π                (C)e
 π 

4                 (D)πe
 π 

4  

解：①Δy=
yΔx

 1+x2
+α等号两边同除以 Δx，有

 Δy 

Δx
=

y

 1+x2
+

α

 Δx 
 

等号两边同取极限，有 lim
Δx→0

 Δy 

Δx
= lim
Δx→0

y

 1+x2
+ lim
Δx→0

α

 Δx 
 

即
 dy 

dx
=

y

 1+x2
 

②
 1 

y
dy=

1

 1+x2
dx 

③∫
 1 

y
dy=∫

1

 1+x2
dx 

ln|y|+C1=arctanx+C2 

ln|y|=arctanx+C3 

|y|=earctanx+C3 

y=±earctanx+C3 

y=±eC3earctanx 

y=Cearctanx 

将 y(0)=π代入通解，有 π=Ce0 

∴C=π，∴y=πearctanx 

∴y(1)=πearctan1=πe
 π 

4，选(D) 

 

2、微分方程y′+y=e−xcosx满足条件 y(0)=0的解为 y=        。 

解：
 dy 

dx
+y=e−xcosx 

 dy 

dx
=e−xcosx−y 

Q(x)=e−xcosx，P(x)=1 

y=e−∫P(x)dx[∫Q(x)e∫P(x)dx dx + C] 



 

=e−∫1dx(∫ e−xcosxe∫1dx dx + C) 

=e−x(∫ e−xcosxex dx + C) 

=e−x(∫ cosx dx + C) 

=e−x(sinx + C) 

∵y(0)=0 

∴e−0(sin0 + C)=0 

∴C=0 

∴y=e−xsinx 

 

3、求微分方程 xlnxdy+(y − lnx)dx=0满足条件y|x=e=1的特解 

解：方程等号两边同除以 xlnxdx，有
 xlnxdy 

xlnxdx
+
 (y−lnx)dx 

xlnxdx
=0 

 dy 

dx
+
 (y−lnx) 

xlnx
=0 

 dy 

dx
+

y

 xlnx 
−

lnx

 xlnx 
=0 

 dy 

dx
+

y

 xlnx 
−
 1 

x
=0 

 dy 

dx
=
 1 

x
−

1

 xlnx 
·y 

Q(x)=
 1 

x
，P(x)=

1

 xlnx 
 

y=e−∫P(x)dx[∫Q(x)e∫P(x)dx dx + C] 

=e−∫
1

 xlnx 
dx (∫

 1 

x
e∫

1

 xlnx 
dx dx + C) 

=e−ln(lnx) [∫
 1 

x
eln(lnx) dx + C] 

=
1

 eln(lnx)
[∫

 1 

x
eln(lnx) dx + C] 

=
1

 lnx 
(∫

 1 

x
lnx dx + C) 

=
1

 lnx 
(
 ln2x 

2
+ C) 

=
 lnx 

2
+

C

 lnx 
 

∵y|x=e=1 

∴
 lne 

2
+

C

 lne 
=1 

∴C=
 1 

2
 

∴y=
 lnx 

2
+

1

 2lnx 
 

 

4、微分方程 xy′+2y=xlnx满足 y(1)=−
 1 

9
的解为        。 



 

解：y′+
 2 

x
y=lnx 

y′=lnx−
 2 

x
y 

 dy 

dx
=lnx−

 2 

x
y 

Q(x)=lnx，P(x)=
 2 

x
 

y=e−∫P(x)dx[∫Q(x)e∫P(x)dx dx + C] 

=e−∫
 2 

x
dx (∫ lnx · e∫

 2 

x
dx dx + C) 

=e−2lnx(∫ lnx · e2lnx dx + C) 

=
1

 e2lnx
(∫ lnx · e2lnx dx + C) 

=
1

 x2
(∫ lnx · x2 dx + C) 

=
1

 x2
(
 3x3lnx−x3

9
+ C) 

∵y(1)=−
 1 

9
 

∴
 1 

1
(
 3ln1−1 

9
+ C)=−

 1 

9
 

∴C=0 

∴y=
1

 x2
·
 3x3lnx−x3

9
=
 3xlnx−x 

9
 

 

5、若函数满足f ′′(x)+f ′(x) −2f(x)=0及f ′′(x)+f(x)=2ex，则 f(x)=        。 

解：
f ′′(x) + f ′(x) − 2f(x) = 0    
                 f ′′(x) + f(x) = 2ex

} ⇒ f ′(x)=−2ex+3f(x) 

即 
 dy 

dx
=−2ex+3y 

Q(x)=−2ex，P(x)=−3 

y=e−∫P(x)dx[∫Q(x)e∫P(x)dx dx + C] 

=e−∫−3dx(∫−2exe∫−3dx dx + C) 

=e3x(∫−2exe−3x dx + C) 

=e3x(∫−2e−2x dx + C) 

=e3x(e−2x + C) 

=ex+Ce3x 

即 f(x)=ex+Ce3x 

∴f ′′(x)=ex+9Ce3x 



 

将 f(x)、f ′′(x)代入方程f ′′(x)+f(x)=2ex，有ex+9Ce3x+ex+Ce3x=2ex 

∴C=0 

∴f(x)=ex 

 

6、解微分方程y′=
1

xy+y3
 

解：
 dy 

dx
=

1

 xy+y3
 

用 X替换 y，用 Y替换 x，有 

 dX 

dY
=

1

 YX+X3
 

 dY 

dX
=YX+X3 

Q(X)=X3，P(X)=−X 

Y=e−∫P(X)dX[∫Q(X)e∫P(X)dX dX + C] 

=e−∫−XdX(∫ X3e∫−XdX dX + C) 

=e
 X2

2 (∫ X3e
−
 X2

2 dX + C) 

=e
 X2

2 [(−X2 − 2)e−
 X2

2 + C] 

=e
 X2

2 ·(−X2 − 2)·e
 X2

2 +Ce
 X2

2  

=−X2 −2+Ce
 X2

2  

∴x=−y2 −2+Ce
 y2

2  

 

7、解微分方程(x−siny)dy+tanydx=0 

解：方程等号两边同除以 tanydx，有
 x−siny 

tany

 dy 

dx
+1=0 

 dy 

dx
=

tany

 siny−x 
 

用 X替换 y，用 Y替换 x，有 

 dX 

dY
=

tanX

 sinX−Y 
 

 dY 

dX
=
 sinX−Y 

tanX
=cosX−cotX·Y 

Q(X)=cosX，P(X)=cotX 

Y=e−∫P(X)dX[∫Q(X)e∫P(X)dX dX + C] 



 

=e−∫cotXdX(∫ cosXe∫cotXdX dX + C) 

=e−ln|sinX|(∫ cosXeln|sinX| dX + C) 

=
1

 eln|sinX|
(∫ cosXeln|sinX| dX + C) 

=
1

 |sinX| 
(∫ cosX|sinX| dX + C) 

=
1

 sinX 
(∫ cosXsinX dX + C) 

=
1

 sinX 
(
 sin2X 

2
+ C) 

∴x=
1

 siny 
(
 sin2y 

2
+ C) 

 

8、(数二数三不用做) 

求方程y′+
 y 

x
=y2 −

1

 x2
的通解 

解：y′=y2 −
1

 x2
−
 y 

x
 

设 u=xy，有 

 
 du 

dx
−
 u 

x
 

x
=(

 u 

x
)
2

−
1

 x2
−
 
 u 

x
 

x
 

 
 du 

dx
−
 u 

x
 

x
=
 u2

 x2
−

1

 x2
−

u

 x2
 

 du 

dx
−
 u 

x
=
 u2

x
−
 1 

x
−
 u 

x
 

 du 

dx
=
 u2

x
−
 1 

x
 

1

 u2−1 
du=

 1 

x
dx 

∫
1

 u2−1 
du=∫

 1 

x
dx 

 1 

2
ln|

 1−u 

1+u
|=ln|x|+C1 

ln√
 1−u 

1+u
=lneC1|x| 

√
 1−u 

1+u
=C2x 

 1−u 

1+u
=Cx2 

 1−xy 

1+xy
=Cx2 

 

9、(数二数三不用做) 



 

解微分方程x2y′+xy=y2 

解：y′=
1

 x2
y2 −

 1 

x
y 

 dy 

dx
=
1

 x2
y2 −

 1 

x
y 

Q(x)=
1

 x2
，P(x)=

 1 

x
，n=2 

设 u=y1−n=y−1，有 

 du 

dx
=(1 − 2)

1

 x2
− (1 − 2)

 1 

x
u 

 du 

dx
=−

1

 x2
+
 1 

x
u 

u=e−∫−
 1 

x
dx (∫−

1

 x2
e∫−

 1 

x
dx dx + C) 

=eln|x| (∫−
1

 x2
e−ln|x| dx + C) 

=eln|x| (∫−
1

 x2
1

 eln|x|
dx + C) 

=|x| (∫−
1

 x2
·
1

 |x| 
dx + C) 

=x(∫−
1

 x2
·
 1 

x
dx + C) 

=x(
1

 2x2
+ C) 

=
1

 2x 
+Cx 

y−1=
1

 2x 
+Cx=

 2Cx2+1 

2x
 

y=
2x

 2Cx2+1 
 

y=
2x

 Cx2+1 
 

 

10、(数二数三不用做) 

求微分方程 3(1 + x2)y′+2xy=2xy4的通解 

解：y′=
2x

 3(1+x2) 
y4 −

2x

 3(1+x2) 
y 

 dy 

dx
=

2x

 3(1+x2) 
y4 −

2x

 3(1+x2) 
y 

Q(x)=
2x

 3(1+x2) 
，P(x)=

2x

 3(1+x2) 
，n=4 

设 u=y1−n=y−3，有 

 du 

dx
=(1 − 4)

2x

 3(1+x2) 
− (1 − 4)

2x

 3(1+x2) 
u 



 

 du 

dx
=−

2x

 1+x2
+

2x

 1+x2
u 

u=e
−∫−

2x

 1+x2
dx
(∫−

2x

 1+x2
e
∫−

2x

 1+x2
dx
dx + C) 

=eln(1+x
2) [∫−

2x

 1+x2
e−ln(1+x

2) dx + C] 

=(1 + x2) (∫−
2x

 1+x2
·

1

 1+x2
dx + C) 

=(1 + x2) (
1

 1+x2
+ C) 

=1+C(1 + x2) 

y−3=1+C(1 + x2) 

 

11、(数二数三不用做) 

解微分方程(x2 + y)dx−xdy=0 

解：
dy

dx
=
 x2+y

x
=−

 x2+y

−x
 

 ∂(x2+y) 

∂y
=1≠

 ∂(−x) 

∂x
=−1 

继续变形，有
dy

dx
=−

 x2+y

−x
=−

 1+
y

 x2
 

−
 1 

x

 

P(x,y)=1+
y

 x2
，Q(x,y)=−

 1 

x
 

 ∂P(x,y) 

∂y
=
1

 x2
，
 ∂Q(x,y) 

∂x
=
1

 x2
 

∴
 ∂P(x,y) 

∂y
=
 ∂Q(x,y) 

∂x
 

∴通解为∫ P(x, y)
x

x0
dx+∫ Q(x0, y)

y

y0
dy=C 

∫ (1 +
y

 x2
)

x

x0
dx+∫ (−

1

 x0
)

y

y0
dy=C 

取x0=1，y0=0 

通解为∫ (1 +
y

 x2
)

x

 1
dx+∫ (−

 1 

1
)

y

 0
dy=C 

(x +
 −y 

x
)|
1

x

+(−y)|0
y
=C 

x+
 −y 

x
− (1 +

 −y 

1
)+(−y) −0=C 

x−
 y 

x
−1+y−y=C 

x−
 y 

x
−1=C 

即 x−
 y 

x
=C 

 



 

12、设函数 y(x)满足方程y′′+2y′+ky=0，其中 0＜k＜1，求 y(x) 

解：②r2+2r+k=0 

⇒(r + 1 − √1 − k)(r + 1 + √1 − k)=0 

解得r1=−1+√1 − k，r2=−1−√1 − k 

③单实根α1=−1+√1 − k，α2=−1−√1 − k 

解      C1e
(−1+√1−k)x，C2e

(−1−√1−k)x 

④通解为 y(x)=C1e
(−1+√1−k)x+C2e

(−1−√1−k)x，C1、C2是任意常数 

 

13、微分方程y′′+2y′+3y=0的通解为 y=        。 

解：②r2+2r+3=0 

⇒(r + 1 − √2i)(r + 1 + √2i)=0 

解得r1=−1+√2i，r2=−1−√2i 

③一对复根−1±√2i 

解     e−x(C1cos√2x + C2sin√2x) 

④通解为 y=e−x(C1cos√2x + C2sin√2x)，C1、C2是任意常数 

 

14、求满足条件{

y′′ + 4y′ + 4y = 0

y(0) = 2                  

y′(0) = −4             

的函数 y(x) 

解：②r2+4r+4=0 

⇒(r + 2)(r + 2)=0 

解得r1=r2=−2 

③二重实根 α=−2 

解      e−2x(C1 + C2x) 

④通解为 y(x)=e−2x(C1 + C2x) 

y′(x)=−2e−2x(C1 + C2x)+e
−2x·C2=e

−2x(C2 − 2C1 − 2C2x) 

y(0)=2  ⇒  e0(C1 + 0)=2 

y′(0)=−4 ⇒ e0(C2 − 2C1 − 0)=−4 



 

由上述两式解得{
C1 = 2
C2 = 2

 

∴y(x)=2e−2x 

 

15、y=ex(C1sinx + C2cosx)为某二阶常系数齐次微分方程的通解，C1、C2是任意常数，求该方程 

解：一对复根 1±i 

r1=1+i，r2=1−i 

(r − 1 − i)(r − 1 + i)=0 

r2 −2r+2=0 

∴微分方程为y′′ −2y′+2y=0 

 

16、求以 y=C1e
x+C2cos2x+C3sin2x (C1、C2、C3是任意常数) 为通解的微分方程 

解：C1e
x     C2cos2x+C3sin2x 

单实根α1=1   一对复根 0±2i 

r1=1，r2=2i，r3=−2i 

(r − 1)(r − 2i)(r + 2i)=0 

r3 − r2+4r−4=0 

∴微分方程为y′′′ − y′′+4y′ −4y=0 

 

17、求微分方程y′′+4y′+4y=e−2x的通解 

解：①(齐次方程求解过程请看第 14题) 

特征方程有二重实根 α=−2 

齐次方程的通解为y̅=e−2x(C1 + C2x) 

②f(x)=e−2x=1·x0·e−2x ⇒ λ=−2，m=0 

③λ是特征方程的重根 ⇒ k=2 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x2(b0x
0 +⋯+ b0x

0)e−2x 

=x2·b0x
0·e−2x 

=b0x
2e−2x 

将y∗=b0x
2e−2x代入方程，有(2b0 − 8b0x + 4b0x

2)e−2x+4·(2b0x − 2b0x
2)e−2x+4·b0x

2e−2x=e−2x 



 

2b0e
−2x=e−2x 

b0=
 1 

2
 

∴y∗=
 1 

2
x2e−2x 

⑤通解 y=y̅+y∗=e−2x(C1 + C2x)+
 1 

2
x2e−2x，C1、C2是任意常数 

 

18、求微分方程y′′′+6y′′+(9 + a2)y′=1的通解，其中常数 a＞0 

解：①齐次方程为y′′′+6y′′+(9 + a2)y′=0 

r3+6r2+(9 + a2)r=0 

⇒r(r + 3 + ai)(r + 3 − ai)=0 

解得r1=0，r2=−3−ai，r3=−3+ai 

单实根α1=0    一对复根−3±ai 

解     C1     e
−3x(C2cosax + C3sinax) 

通解为y̅=C1+e
−3x(C2cosax + C3sinax) 

②f(x)=1=1·x0·e0·x ⇒ λ=0，m=0 

③λ是特征方程的单根 ⇒ k=1 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x1(b0x
0 +⋯+ b0x

0)e0·x 

=x·b0x
0·1 

=b0x 

将y∗=b0x代入方程，有 0+6·0+(9 + a2)·b0=1 

(9 + a2)·b0=1 

b0=
1

 9+a2
 

∴y∗=
x

 9+a2
 

⑤通解 y=y̅+y∗=C1+e
−3x(C2cosax + C3sinax)+

x

 9+a2
，C1、C2、C3是任意常数 

 

19、y′′ −4y=e2x的通解为        。 

解：①齐次方程为y′′ −4y=0 

r2 −4=0 

⇒(r − 2)(r + 2)=0 



 

解得r1=2，r2=−2 

单实根α1=2，α2=−2 

解    C1e
2x，C2e

−2x 

通解为y̅=C1e
2x+C2e

−2x 

②f(x)=e2x=1·x0·e2x ⇒ λ=2，m=0 

③λ是特征方程的单根 ⇒ k=1 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x1(b0x
0 +⋯+ b0x

0)e2x 

=x·b0x
0·e2x 

=b0xe
2x 

将y∗=b0xe
2x代入方程，有(4b0 + 4b0x)e

2x −4·b0xe
2x=e2x 

4b0e
2x=e2x 

b0=
 1 

4
 

∴y∗=
 1 

4
xe2x 

⑤通解 y=y̅+y∗=C1e
2x+C2e

−2x+
 1 

4
xe2x，C1、C2是任意常数 

 

20、求微分方程y′′ −3y′+2y=2xex的通解 

解：①齐次方程为y′′ −3y′+2y=0 

r2 −3r+2=0 

⇒(r − 1)(r − 2)=0 

解得r1=1，r2=2 

单实根α1=1，α2=2 

解     C1e
x，C2e

2x 

通解为y̅=C1e
x+C2e

2x 

②f(x)=2xex=2·x1·e1·x ⇒ λ=1，m=1 

③λ是特征方程的单根 ⇒ k=1 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x1(b0x
1 +⋯+ b1x

0)ex 



 

=x(b0x + b1)e
x 

将y∗=x(b0x + b1)e
x代入方程，有 

(b0x
2 + 4b0x + b1x + 2b0 + 2b1)e

x −3·(b0x
2 + 2b0x + b1x + b1)e

x+2·x(b0x + b1)e
x=2xex 

(−2b0x + 2b0 − b1)e
x=2xex 

{
−2b0 = 2
2b0 − b1 = 0

 ⇒{
b0 = −1
b1 = −2

 

∴y∗=x(−x − 2)ex 

⑤通解 y=y̅+y∗=C1e
x+C2e

2x −x(x + 2)ex，C1、C2是任意常数 

 

21、二阶常系数非齐次线性微分方程y′′ −4y′+3y=2e2x的通解为 y=        。 

解：①齐次方程为y′′ −4y′+3y=0 

r2 −4r+3=0 

⇒(r − 1)(r − 3)=0 

解得r1=1，r2=3 

单实根α1=1，α2=3 

解     C1e
x，C2e

3x 

通解为y̅=C1e
x+C2e

3x 

②f(x)=2e2x=2·x0·e2x ⇒ λ=2，m=0 

③λ不是特征方程的单根 ⇒ k=0 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x0(b0x
0 +⋯+ b0x

0)e2x 

=1·b0x
0·e2x 

=b0e
2x 

将y∗=b0e
2x代入方程，有 4b0e

2x −4·2b0e
2x+3·b0e

2x=2e2x 

−b0e
2x=2e2x 

b0=−2 

∴y∗=−2e2x 

⑤通解 y=y̅+y∗=C1e
x+C2e

3x −2e2x，C1、C2是任意常数 

 

22、求微分方程y′′+2y′ −3y=e−3x的通解 

解：①齐次方程为y′′+2y′ −3y=0 

r2+2r−3=0 



 

⇒(r − 1)(r + 3)=0 

解得r1=1，r2=−3 

单实根α1=1，α2=−3 

解     C1e
x，C2e

−3x 

通解为y̅=C1e
x+C2e

−3x 

②f(x)=e−3x=1·x0·e−3x ⇒ λ=−3，m=0 

③λ是特征方程的单根 ⇒ k=1 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x1(b0x
0 +⋯+ b0x

0)e−3x 

=x·b0x
0·e−3x 

=b0xe
−3x 

将y∗=b0xe
−3x代入方程，有(9b0x − 6b0)e

−3x+2·(b0 − 3b0x)e
−3x −3·b0xe

−3x=e−3x 

−4b0e
−3x=e−3x 

b0=−
 1 

4
 

∴y∗=−
 1 

4
xe−3x 

⑤通解 y=y̅+y∗=C1e
x+C2e

−3x −
 1 

4
xe−3x，C1、C2是任意常数 

 

23、微分方程y′′ −2y′+2y=ex的通解为        。 

解：①齐次方程为y′′ −2y′+2y=0 

r2 −2r+2=0 

⇒(r − 1 + i)(r − 1 − i)=0 

解得r1=1−i，r2=1+i 

一对复根 1±i 

解    ex(C1cosx + C2sinx) 

通解为y̅=ex(C1cosx + C2sinx) 

②f(x)=ex=1·x0·e1·x ⇒ λ=1，m=0 

③λ不是特征方程的根 ⇒ k=0 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 



 

=x0(b0x
0 +⋯+ b0x

0)ex 

=1·b0x
0·ex 

=b0e
x 

将y∗=b0e
x代入方程，有b0e

x −2·b0e
x+2·b0e

x=ex 

b0e
x=ex 

b0=1 

∴y∗=ex 

⑤通解 y=y̅+y∗=ex(C1cosx + C2sinx)+e
x=ex(C1cosx + C2sinx + 1)，C1、C2是任意常数 

 

24、若二阶常系数齐次线性微分方程y′′+ay′+by=0的通解为 y=(C1 + C2x)e
x，则非齐次方程

y′′+ay′+by=x满足条件 y(0)=2、y′(0)=0的解为 y=        。 

解：二重实根 1 

r1=r2=1 

(r − 1)(r − 1)=0 

r2 −2r+1=0 

∴齐次微分方程为y′′ −2y′+y=0 

①特征方程有二重实根 1 

齐次方程的通解为y̅=(C1 + C2x)e
x 

②f(x)=x=1·x1·e0·x ⇒ λ=0，m=1 

③λ不是特征方程的根 ⇒ k=0 

④设方程的特解为y∗=xk(b0x
m + b1x

m−1 +⋯+ bmx
0)eλx 

=x0(b0x
1 +⋯+ b1x

0)e0 

=1·(b0x + b1)·1 

=b0x+b1 

将y∗=b0x+b1代入方程，有 0−2·b0+b0x+b1=x 

b0x+(−2b0 + b1)=x 

{
b0 = 1               
−2b0 + b1 = 0

 ⇒{
b0 = 1
b1 = 2

 

∴y∗=x+2 

⑤通解 y=y̅+y∗=(C1 + C2x)e
x+x+2 

∵y(0)=2，∴(C1 + C2 · 0)e
0+0+2=2即C1+2=2 

∴C1=0 



 

y′=C2e
x+(C1 + C2x)e

x+1，又y′(0)=0，∴C2e
0+(C1 + C2 · 0)e

0+1=0即C2+1=0 

∴C2=−1 

∴所求解为 y=(0 − 1 · x)ex+x+2=x−xex+2 

 

25、y=
 1 

2
e2x+(x −

 1 

3
) ex是二阶常系数非齐次线性微分方程y′′+ay′+by=cex的一个特解，求 a、b、c 

解：y=        
 1 

2
e2x −

 1 

3
ex        ⏟            

齐次方程的通解

(
注：原本是含C1、C2的

但C1、C2有了具体取值了
)

+     xex    ⏟    

非齐次的特解

 

单实根α1=2，α2=1 

r1=2，r2=1 

(r − 2)(r − 1)=0 

r2 −3r+2=0 

∴齐次方程为y′′ −3y′+2y=0 

∴a=−3、b=2，原方程为y′′ −3y′+2y=cex 

将非齐次的特解y∗=xex代入原方程，有(x + 2)ex −3·(x + 1)ex+2xex=cex 

∴c=−1 

 

26、求微分方程y′′ −y=sinx满足初始条件 y(0)=0，y′(0)=
 3 

2
的解 

解：①齐次方程为y′′ −y=0 

r2 −1=0 

⇒(r − 1)(r + 1)=0 

解得r1=1，r2=−1 

单实根α1=1，α2=−1 

解     C1e
x，C2e

−x 

通解为y̅=C1e
x+C2e

−x 

②f(x)=sinx=e0·x(0 · x0 · cosx + 1 · x0 · sinx) ⇒{

λ = 0
β = 1
n = 0
t = 0

 

③λ+βi=i不是特征方程的根 ⇒k=0 



 

④n=0、t=0 ⇒m=0 

⑤设方程特解为y∗=xk[(a0x
m + a1x

m−1 +⋯+ amx
0)cosβx + (b0x

m + b1x
m−1 +⋯+ bmx

0)sinβx]eλx 

=x0[(a0x
0 +⋯+ a0x

0)cosx + (b0x
0 +⋯+ b0x

0)sinx]e0·x 

=1·(a0x
0cosx + b0x

0sinx)·1 

=a0cosx+b0sinx 

将y∗=a0cosx+b0sinx代入方程，有(−a0cosx − b0sinx) − (a0cosx + b0sinx)=sinx 

−2a0cosx−2b0sinx=sinx 

{
−2a0 = 0
−2b0 = 1

 ⇒{
a0 = 0     

b0 = −
 1 

2

 

∴y∗=−
 1 

2
sinx 

⑥通解 y=y̅+y∗=C1e
x+C2e

−x −
 1 

2
sinx 

∵y(0)=0，∴C1e
0+C2e

−0 −
 1 

2
sin0=0即C1+C2=0 

y′=C1e
x − C2e

−x −
 1 

2
cosx，又y′(0)=

 3 

2
，∴C1e

0 − C2e
−0 −

 1 

2
cos0=

 3 

2
即C1 − C2 −

 1 

2
=
 3 

2
 

联立上述两式，解得{
C1 = 1   
C2 = −1

 

∴所求解为 y=ex − e−x −
 1 

2
sinx 

 

27、设 f(x)=sinx−∫ (x − t)f(t)
x

 0
dt，其中 f(x)为连续函数，求 f(x) 

解：f(x)=sinx−∫ (x − t)f(t)
x

 0
dt 

=sinx−∫ xf(t)
x

 0
dt+∫ tf(t)

x

 0
dt 

=sinx−x∫ f(t)
x

 0
dt+∫ tf(t)

x

 0
dt 

∴f ′(x)=cosx−[1 · ∫ f(t)
x

 0
dt + x · f(x)]+xf(x) 

=cosx−∫ f(t)
x

 0
dt 

∴f ′′(x)=−sinx−f(x)即y′′+y=−sinx 

①齐次方程为y′′+y=0 

r2+1=0 

⇒(r − i)(r + i)=0 

解得r1=i，r2=−i 

一对复根 0±i 



 

解   C1cosx+C2sinx 

通解为y̅=C1cosx+C2sinx 

②−sinx=e0·x(0 · x0 · cosx − 1 · x0 · sinx) ⇒{

λ = 0
β = 1
n = 0
t = 0

 

③λ+βi=i是特征方程的根 ⇒k=1 

④n=0、t=0 ⇒m=0 

⑤设方程特解为y∗=xk[(a0x
m + a1x

m−1 +⋯+ amx
0)cosβx + (b0x

m + b1x
m−1 +⋯+ bmx

0)sinβx]eλx 

=x1[(a0x
0 +⋯+ a0x

0)cosx + (b0x
0 +⋯+ b0x

0)sinx]e0·x 

=x·(a0x
0cosx + b0x

0sinx)·1 

=x(a0cosx + b0sinx) 

将y∗代入方程，有[(2b0 − a0x)cosx − (2a0 + b0x)sinx]+x(a0cosx + b0sinx)=−sinx 

2b0cosx−2a0sinx=−sinx 

{
−2b0 = 0   
−2a0 = −1

 ⇒{
a0 =

 1 

2

b0 = 0
 

∴y∗=
 x 

2
cosx 

⑥通解 y=y̅+y∗=C1cosx+C2sinx+
 x 

2
cosx 

∵f(0)=sin0−∫ (x − t)f(t)
0

 0
dt=0−0=0，∴C1cos0+C2sin0+

 0 

2
cos0=0即C1=0 

y′=−C1sinx+C2cosx+
 cosx 

2
−
 x 

2
sinx，又f ′(0)=cos0−∫ f(t)

0

 0
dt=1−1=1 

∴−C1sin0+C2cos0+
 cos0 

2
−
 0 

2
sin0=1即C2+

 1 

2
=1，∴C2=

 1 

2
 

∴所求解为 y=
 1 

2
sinx+

 x 

2
cosx 

 

28、设y1(x)、y2(x)是二阶常系数齐次线性微分方程的两个特解，则y1(x)与y2(x)能构成该方程的通

解，其充分条件为    。 

(A)y1(x)y2
′(x) − y2(x)y1

′(x)=0        (B)y1(x)y2
′(x) − y2(x)y1

′(x)≠0 

(C)y1(x)y2
′(x)+y2(x)y1

′(x)=0         (D)y1(x)y2
′(x)+y2(x)y1

′(x)≠0 

解：本题问的是？⇒y1(x)与y2(x)能构成该方程的通解 

易知
 y1(x) 

y2(x)
≠C ⇒y1(x)与y2(x)能构成该方程的通解 

∴[
 y1(x) 

y2(x)
]
′

≠0 



 

∴
 y1

′(x)y2(x)−y1(x)y2
′(x) 

y22(x)
≠0 

∴y1
′(x)y2(x) − y1(x)y2

′(x)≠0，即y1(x)y2
′(x) − y2(x)y1

′(x)≠0 

∴选(B) 

 

29、(数三不用做) 

求微分方程y′′=y′+x的通解 

解：①令y′=p、y′′=p′ 

则原方程可化为p′=p+x 

②p=e−∫−1dx(∫ xe∫−1dx dx + C1) 

=ex(∫ xe−x dx + C1) 

=ex[(−x − 1)e−x + C1] 

=−x−1+C1e
x 

③y=∫pdx 

=∫(−x − 1 + C1e
x) dx 

=−
 x2

2
−x+C1e

x+C2 

 

30、(数三不用做) 

求方程y′′=(y′)3+y′的通解 

解：①令y′=p、y′′=p
 dp 

dy
 

则原方程可化为 p
 dp 

dy
=p3+p 

 dp 

dy
=p2+1 

②
1

 p2+1 
dp=dy 

∫
1

 p2+1 
dp=∫dy 

arctan p=y+C1 

p=tan(y + C1) 

③
 dy 

dx
=tan(y + C1) 

④
1

 tan(y+C1) 
dy=dx 

∫
1

 tan(y+C1) 
dy=∫dx 



 

ln|sin(y + C1)|=x+C2 

|sin(y + C1)|=e
x+C2 

|sin(y + C1)|=e
C2ex 

sin(y + C1)=±e
C2ex 

sin(y + C1)=C3e
x 

y+C1=arcsinC3e
x 

y=arcsinC3e
x+C4 

 

31、(数三不用做) 

求微分方程y′′+
(y′)

2

1−y
=0 (其中 y≠1)的通解 

解：①令y′=p、y′′=p
 dp 

dy
 

则原方程可化为 p
 dp 

dy
+

p2

 1−y 
=0 

 dp 

dy
=

p

 y−1 
 

②
 1 

p
dp=

1

 y−1 
dy 

∫
 1 

p
dp=∫

1

 y−1 
dy 

ln|p|=ln|y − 1|+C1 

ln|p|=ln|y − 1|+lneC1 

ln|p|=lneC1|y − 1| 

|p|=eC1|y − 1| 

p=±eC1(y − 1) 

p=C2(y − 1) 

③
 dy 

dx
=C2(y − 1) 

④
1

 C2(y−1) 
dy=dx 

∫
1

 C2(y−1) 
dy=∫dx 

1

 C2
ln|y − 1|=x+C3 

ln|y − 1|=C2x+C2C3 

|y − 1|=eC2x+C2C3 

|y − 1|=eC2C3eC2x 

y−1=±eC2C3eC2x 

y−1=C4e
C2x 

y=1+C4e
C2x 

∵y≠1，∴C4≠0 

 



 

32、(数一数二不用做) 

求差分方程 2yt+1+10yt −5t=0的通解 

解：①原方程可变形为yt+1+5yt=
 5 

2
t ⇒λ=5 

②yt+1+5yt=0的通解为yc(t)=C(−5)
t 

③f(t)=
 5 

2
t=1t·

 5 

2
t ⇒d=1、m=1 

④λ+d=5+1=6≠0 ⇒yt
∗=dt(b0t

m + b1t
m−1 +⋯bm) 

=1t(b0t
1 + b1t

0 +⋯b1) 

=1·(b0t
1 + b1) 

=b0t+b1 

⑤将yt
∗代入变形后的方程，有b0(t + 1)+b1+5(b0t + b1)=

 5 

2
t 

6b0t+b0+6b1=
 5 

2
t 

{
6b0 =

 5 

2
          

b0 + 6b1 = 0
⇒{

b0 =
5

 12 
     

b1 = −
5

 72 

⇒yt
∗=

5

 12 
t−

5

 72 
 

⑥通解为yt=yc(t)+yt
∗=C(−5)t+

5

 12 
t−

5

 72 
 

 

33、(数二数三不用做) 

欧拉方程x2
 d2y 

dx2
+4x

 dy 

dx
+2y=0 (x＞0)的通解为        。 

解：①令 x=et 

②原方程可化为f ′′(t) − f ′(t)+4f ′(t)+2f(t)=0 

即f ′′(t)+3f ′(t)+2f(t)=0 

③  r2+3r+2=0 

⇒(r + 1)(r + 2)=0 

解得r1=−1、r2=−2 

单实根α1=−1、α2=−2 

解     C1e
−t，C2e

−2t 

通解为 y=C1e
−t+C2e

−2t=
 C1 

et
+
C2

 e2t 
，C1、C2是任意常数 

④∵x=et 

∴原方程的通解为 y=
 C1 

et
+

C2

 (et)2
=
 C1

x
+
 C2 

x2
 

 



 

34、(数二数三不用做) 

求方程(1 + x)2y′′ − (1 + x)y′+y=
1

 1+x 
的通解 

解：①令 x+1=et 

②原方程可化为f ′′(t) − f ′(t) − f ′(t)+f(t)=
1

 et
 

即f ′′(t) −2f ′(t)+f(t)=e−t 

③齐次方程为f ′′(t) −2f ′(t)+f(t)=0 

r2 −2r+1=0 

⇒(r − 1)(r − 1)=0 

解得r1=1，r2=1 

二重实根 α=1 

解     et(C1 + C2t) 

齐次方程的通解为y̅=et(C1 + C2t) 

e−t=1·x0·e−1·t ⇒ λ=−1，m=0 

λ不是特征方程的根 ⇒ k=0 

设方程的特解为y∗=tk(b0t
m + b1t

m−1 +⋯+ bmt
0)eλt 

=t0(b0t
0 +⋯+ b0t

0)e−t 

=1·b0t
0·e−t 

=b0e
−t 

将y∗=b0e
−t代入方程，有b0e

−t −2·(−b0e
−t)+b0e

−t=e−t 

4b0e
−t=e−t 

b0=
 1 

4
 

∴y∗=
 1 

4
e−t 

通解 y=y̅+y∗=et(C1 + C2t)+
 1 

4
e−t=et(C1 + C2t)+

1

 4et
，C1、C2是任意常数 

④∵x+1=et 

∴t=ln(x + 1) 

∴原方程的通解为 y=(1 + x)[C1 + C2ln(1 + x)]+
1

 4(1+x) 
 


