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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

课程信息

成绩构成：

1 考勤（15 分）

2 期中考试（15 分）

3 期末考试（70 分）

教材：

•《经济理论中的最优化方法》迪克西特

•《动态最优化基础》蒋中一
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

一般表述

一个典型的最优化问题可以表示为：

max/min
x

F(x)

G(x) ≤ 0
H(x) = 0

(P)

• 选择变量 x ∈ X，X 为选择变量 x 的取值空间（范围）；

• 目标函数 F(x) : X → R，R 为实数空间，代表效用，利润等；
• 约束条件：

• 不等式约束 G(x) : X → Y，Y 是约束的值向量；
• 等式约束 H(x) : X → Z

• X,Y,Z 可为多维（有限维）实数空间或无限维函数空间。
范翻

经济学中的最优化方法 3 / 29



最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

非线性规划问题 (nonlinear programming, NLP)

当变量空间 X 和约束条件中函数的取值空间 Y,Z 均为有限维实

数空间时，上述最优化问题 (P) 被称为非线性规划问题:

min
x1, · · · ,xn

f(x1, x2, · · · , xn)

s.t. g(x1, x2, · · · , xn) =


g1(x1, x2, · · · ,n )
g2(x1, x2, · · · ,n )

...

gm(x1, x2, · · · ,n )


≤


0
0
...

0


h(x1, x2, · · · , xn) =


h1(x1, x2, · · · ,n )
h2(x1, x2, · · · ,n )

...

hl(x1, x2, · · · ,n )


=


0
0
...

0



(NLP)
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

消费者选择问题 I

给定消费者的效用函数形式，在完全竞争市场下，消费者面对给

定的市场价格，在给定收入约束下，如何选择不同消费品的最优

组合以最大化效用？对于这个问题：

1 消费者的选择变量是什么？

2 目标函数是什么？

3 约束条件是什么？

从另一个角度来看，如果消费者要达到一定的效用水平，如何最

小化消费总支出？对应的选择变量、目标函数和约束条件是什

么？如何用非线性规划的形式来表述上述问题？
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

消费者选择问题 II

效用最大化问题:

max
x1, · · · ,xn

U(x1, x2, · · · , xn)

s.t. p1x1 + p2x2 + · · · pnxn ≤ y

支出最小化问题：

min
x1, · · · ,xn

p1x1 + p2x2 + · · · pnxn

s.t. U(x1, x2, · · · , xn) ≥ v
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

古典变分法问题 (calculus of variation)

当变量空间 X 为函数空间时，最优化问题 (P) 可称为函数空间的

非线性规划问题。函数空间的最优化问题，包括古典变分法问题

与在其基础上发展而来的最优控制问题。

一个最简变分法问题寻求符合端点条件的、使目标积分值最小的

函数：

min
x( ·)

∫ t1

t0
f(t, x(t), ¤x(t))dt

s.t. x(t0) = x0, x(t1) = x1.

(CVP)

其中，¤x(t) = dx(t)/dt 表示 x(t) 的导函数。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

最优控制问题 (optimal control problem, OCP)

20 世纪 50 年代，古典变分法进一步发展出最优控制理论

(optimal control theory)，一个基础的最优控制问题如下：

min
x( ·) ,u( ·)

∫ t1

t0
f(t, x(t), u(t))dt (a)

s.t. ¤x(t) = Φ(t, x(t), u(t)) (b)

x(t0) = x0 (c)

状态变量 x(t) 的变化由微分方程 (b) 决定，且通过 (a) 直接影响

目标函数 f(t, x, u);
控制变量 u(t) 会通过两种渠道影响最优值:

• 直接渠道是影响 (a) 中的目标函数;
• 间接渠道是影响 (b) 中控制变量 u(t) 影响状态变量 x(t)，进

而影响目标函数.
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

最优经济增长问题（连续型）I

假设经济体中存在无限期生存的消费者：

• 经济体的人均产出完全转化为消费者的收入，且取决于人均

资本存量和技术水平，即 f(k(t));
• 消费者在每一时点上选择当期的消费 c(t) 和储蓄，且储蓄完

全转化为下一期的投资，初始人均资本存量为 k(0);
• 消费者的效用函数形式为 U(c(t));
• 𝜃 代表时间偏好率或主观贴现率，衡量了不同时点效用的替

代程度。

在这个连续型最优经济增长问题中，消费者的状态变量、控制变

量分别是什么？
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

最优经济增长问题（连续型）II

最优增长问题的核心是消费者在预期每期收入的情况下，选择最

优的消费路径，并由此决定了相对应的资本路径，从而最大化其

从现在到将来的效用贴现值总和。以最优控制问题的形式可以表

述为：

max
c( ·) ,k( ·)

∫ ∞

t=0
U(c(t))e−𝜃tdt (效用贴现值总和)

s.t. ¤k(t) = f(k(t)) − c(t) (资本变动路径)

k(0) = k0 (初始资本存量状态)

在这个最优控制问题中，消费路径 c(t) 控制变量，资本存量 k(t)
是状态变量，该问题的最优解 c(t), k(t) 即表示最优的消费和资

本的增长路径。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

动态规划 (dynamic programming)

当选择变量 X 是有限维向量时，要考虑的最优化问题也就是有限

维空间的非线性规划问题 (NLP)。如果选择函数 X 是无限维的离

散变量 (x1, x2, · · · ) 时，通常采取动态规划方法 (dynamic
programming, DP)：

min
xt,ut

∞∑
t=0

f(t, xt, ut)

s.t. xt+1 − xt = g(t, xt, ut)
x0 = x̄0

ut ∈ U

(DP)

其中 t 代表离散的时间，t = 0, 1, 2, · · ·，约束条件的动态方程一

般称为差分方程。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

无限期离散型 Ramsey 最优经济增长问题

用离散型变量描述上述最优经济增长问题时，可以重新表述为：

max
ct,kt

s.t. kt+1 − kt = f(kt) − ct, t = 0, 1, · · ·

k0 = k̄0

离散形式的目标函数更直观地表述了每期消费效用贴现值的总

和，差分方程也更直观地描述了前后期资本存量的变化。但不论

是表述为连续形式还是离散形式，主要数学结论与经济学含义应

该是一致的。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

消费者的最优选择

考虑一个两商品的效用最大化问

题，对于消费者而言：

• 选择变量是什么？

• 目标函数是什么？

• 约束条件是什么？
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

套利方法 I

在任意试验性的消费束下，考虑消费者选择的商品组合出现一个

微小的变动：

• 如果这种微小变动带来效用的改进，那么后者将作为一个新

的试验性消费束而被消费者采取；

• 一旦发现某个消费束已经无法用这种方式来改进，那么它就

成为消费者的最优配置。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

套利方法 II

当两种商品分别变动 dx1, dx2 时，消费者效用变化为：

MU1dx1 + MU2dx2

• dx1, dx2 代表对应商品的“一个微小（边际、无穷小量）变

动”，意味着 Δx → 0，但不能理解为等于 0;
• MU1,MU2 代表对应商品的边际效用，意味着每单位商品增

加所能额外给消费者带来的效用;
• dx1 和 dx2 之间存在什么关系？
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

套利方法 III

由于预算约束 p1x1 + p2x2 = I 的存在，dx1 和 dx2 之间必然满足：

p1dx1 + p2dx2 = dI

假设消费者的收入没有发生变化 (dI = 0)，则商品 1 消费数量的

微小增加 dx1 > 0 必然导致商品 2 消费数量的微小减少：

dx2 = −p1
p2

dx1 < 0

此时，消费者效用的边际变化为：

MU1dx1 + MU2dx2 =

p1dx1
[MU1

p1
− MU2

p2

]
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

套利方法 IV

如果在某个消费束 (x1, x2) 处，消费者达到效用最大化，意味着

x1 任意方向的变化（增加或减少），都至少不会增加消费者效用：

p1dx1
[MU1

p1
− MU2

p2

]
≤ 0

具体而言

• 当 x1 略微增加时，dx1 > 0，必然有 MU1
p1

− MU2
p2

≤ 0;
• 当 x1 略微减少时，dx1 < 0，必然有 MU1

p1
− MU2

p2
≥ 0。

综合上述可得，最优配置下的消费束必然满足无套利条件：

MU1
p1

=
MU2
p2

(no-arbitrage)
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

相切条件方法

从图形可以看出，最优化的消费束必然满足预算约束线和无差异

曲线相切，即两者的斜率相等。将预算约束方程改写为：

x2 = (I/p2) − x1(p1/p2)

可以看出预算约束线的斜率为 (p1/p2)。无差异曲线的斜率是消

费者的边际替代率 (MRS)，它等于商品边际效用的比率

(MU1/MU2)。
在最优选择处，无差异曲线的斜率（边际替代率）等于预算约束

线的斜率（价格比），因而

MU1/MU2 = p1/p2

范翻
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

角点解

套利方法相比相切条件方法的优势在哪儿？考虑其中一种商品存

在不被购买可能的情况：
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

收入的边际效用

假定消费者获得额外收入 dI 且全部用于消费，此时他可以

• 全部用于商品 1，即购买额外的 (dI/p1) 单位的商品 1，并取

得额外的 (MU1dI/p1) 单位的效用；

• 全部用于商品 2，即购买额外的 (dI/p2) 单位的商品 2，并取

得额外的 (MU2dI/p2) 单位的效用；

根据无套利条件 (no-arbitrage condition)，这两个效用的增量必须

相等，才能达到新的最优值点。此时消费者获得的边际效用为

𝜆dIMU1dI/p1 = MU2dI/p2

𝜆 可以理解为收入的边际效用:

𝜆MU1/p1 = MU2/p2

范翻
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

多商品情形

假定有 n 种商品，价格和数量分别为 (p1, p2, · · · , pn) 和

(x1, x2, · · · , xn)，在最优消费束下：

• 对于所有购买了正数量的商品，必然存在一个相同的边际效

用，而这个值可以被解释为收入的边际效用 𝜆；

• 对于没有被购买的商品而言，其边际效用对价格的比例必然

小于或至多等于收入的边际效用 𝜆。

因此，对任意商品 i 而言：

MUi/pi

{
= 𝜆, 当xi > 0时
≤ 𝜆, 当xi = 0时

对于多个约束条件，我们可以对每个约束条件设置一个单独的 𝜆，

它可以理解为放松该约束条件的边际效用。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

非紧的约束条件

假设一个有钱的消费者已经满足到无法花光所有收入，那么预算

约束应该是一个不等式 p1x1 + p2x2 ≤ I。
通过定义一种新商品 x3（“没有被花掉且不带来任何效用的收

入”），其价格为 1，那么预算方程将变为：

p1x1 + p2x2 + x3 = I

假设消费者选择了一个正的 x3：

• 那么对于 i = 3 而言，𝜆 = MU3 = 0，意味着如果消费者没有

花完所有收入，那么收入增量所带来的边际效用应该为零；

• 对于 x1, x2 而言，由 𝜆 = 0 可知，最优消费下 MUi = 0，意味

着这些商品被消费到了一个产生零边际效用的水平。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

不带约束的最优化问题

定义 (极大/极小值点)
考虑多变量函数 f(x) : D ⊂ Rn → R, x = (x1, · · · , xn):

• 如果存在 𝛿 > 0，使得所有满足 x ∈ D, |x − x∗ | < 𝛿 的 x 都有

f(x) ≥ (≤)f(x∗)，则称 x∗ 为局部极小 (极大)值点；

• 如果对任意满足 x ∈ D, |x − x∗ | < 𝛿, x ≠ x∗ 的 x 都有

f(x) > (<)f(x∗)，则称 x∗ 为局部严格极小 (极大)值点；

• 若 ∀x ∈ D 都有 f(x) ≥ (≤)f(x∗)，则称 x∗ 为全局极小 (极大)
值点。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

梯度向量和海塞矩阵

对于多变量函数 f(x) : D ⊂ Rn → R，其梯度向量为：

∇f(x) = ( 𝜕f
𝜕x1

, · · · , 𝜕f
𝜕xn

)

记其二阶偏导数为 fij = 𝜕2f
𝜕xi𝜕xj

，其海塞矩阵为：

H(x) =


f11 f12 · · · f1n
f21 f22 · · · f2n
...

...
. . .

...

fn1 fn2 · · · fnn


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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

必要条件

定理 (一阶)
设定义开集 D上的函数 f : DRn → R在 D上可微，若 x∗是局部
极小/极大值点，则有 ∇f(x) = 0。

定理 (二阶)
设定义开集 D上的函数 f : DRn → R在 D上二阶可微，若 x∗是
局部极小/极大值点，则有：

∇f(x) = 0, dTH(x∗)d ≥ 0, ∀d ∈ Rn

范翻
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

二阶充分条件

设定义开集 D 上的函数 f : DRn → R 在 D 上二阶可微，如果对于

x∗ 有：

∇f(x) = 0, dTHd > 0, ∀d ∈ Rn, d ≠ 0.

则 x∗ 是一个严格局部极小值点。

[证明] 考虑二阶泰勒展开：

f(x∗ + 𝜖d) = f(x∗) + ∇f(x)T𝜖d + 1
2𝜖

2dTH(x∗)d

这里，∀d ∈ Rn, 𝜃 ∈ [0, 1], 𝜖 → 0。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

带等式约束的最优化问题 I

考虑以下含等式约束的最优化问题：

max
x1,x2

f(x1, x2)

s.t. g(x1, x2) = 0
(NLP-1)

假定 g 满足隐函数定理的相关条件，则等式约束隐含了

x2 = x2(x1)，代入目标函数则有

f(x1, x2(x2))𝜙(x1)

且 dx2
dx1

= −gx1
gx2

。其对 x1 的一阶导数为

𝜙

dx1
= fx1 − fx2

gx1

gx2
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

带等式约束的最优化问题 II

根据无约束条件下最优化问题的一阶条件，对于 𝜙(x1) 有
d𝜙
dx1

(x∗1) = 0。此时，不妨设 𝜆 =
fx2 (x

∗ )
gx2 (x∗ )

，则有：

fx1 (x∗) + 𝜆gx1 (x∗) = 0

类似地，等式约束隐含了 x1 = x1(x2)，可以得出

fx2 (x∗) + 𝜆gx2 (x∗) = 0

因此，带等式约束的最优化问题 (NLP-1) 在 x∗ 处取得最优化的一

阶必要条件等价于函数

L(x1, x2, 𝜆) = f(x1, x2) + 𝜆g(x1, x2)

在 x∗ 处取得最优化的一阶必要条件。
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最优化问题概述 重温效用最大化问题 数理基础 part I

拉格朗日函数

称 L(x1, x2, 𝜆) 为拉格朗日 (Lagrange) 函数，则其在 (x∗1, x∗2, 𝜆∗) 处

取得最大值/最小值的一阶条件为：
fx1 (x∗1, x∗2) + 𝜆∗gx1 (x∗1, x∗2) = 0
fx2 (x∗1, x∗2) + 𝜆∗gx2 (x∗1, x∗2) = 0

g(x∗1, x∗2) = 0
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