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案例引入：电力市场中的备用容量定价 I

情景设定：

• 某地区电网需要预留备用发电
机预防突发停电

• 现有容量为 8000 兆瓦，停电损
失曲线呈对数正态分布

• 监管机构考虑是否增加 200 兆
瓦备用容量

决策难题：

• 新增容量需投入 2 亿元设备费
用，对输电网络进行扩容

• 如何评估该投资的边际效益？
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案例引入：电力市场中的备用容量定价 II

如何刻画上面这个问题？

• 目标函数是什么？
• 最小化电力系统总成本：

• 备用设备投资 c · x
• 预期停电损失 E[L(x)]

• 决策变量是什么？
• 备用容量 x（兆瓦）

• 约束条件是什么？
• 电网传输上限 x ≤ Xmax
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案例引入：电力市场中的备用容量定价 III

数学表达:

max
x

C(x) = c · x + E[L(x)]

s.t. x ≤ Xmax

构造拉格朗日函数：

L = cx + E[L(x)] + λ(Xmax − x)

一阶条件：

∂L
∂x = c +

∂E[L]
∂x − λ = 0
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案例引入：电力市场中的备用容量定价 IV

解得：

λ = c +
∂E[L]
∂x

影子价格的经济解读

1 数学定义 λ = 约束条件右端（容量上限）微小增加时，总成
本的边际变化率：λ = dC

dXmax

2 物理意义
• 当 Xmax 增加 1 单位：

• 直接成本：节省设备投资 c
• 间接收益：减少停电损失 |∂E[L]/∂x |

• 影子价格 λ 即为两者的净效应

3 决策信号
• 若 λ > 0：容量约束紧，增加容量可降成本 → 应扩大投资
• 若 λ = 0：容量冗余，当前规模已达最优 → 维持现状
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本讲目标

• 什么是最优化问题中的影子价格？
• 为什么计划经济中的 πg 与市场价格体系中的价格机制具有
相似性？

• 互补松弛条件中的 λi = 0 意味着什么经济现象？
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等式约束的微小变动 I

假设一个简单的最优化问题，包括两个选择变量 (x1, x2)，一个
目标函数 F (x) 和一个约束等式 G(x) = c；

• 令 x̄ 代表最优选择，v = F (x̄) 表示最高所达到的值；
• 假定 c 增加一个无穷小量 dc，令 x̄ + dx̄ 为新的最优选择，

v + dv 为新的最优值。
思考：

• dx̄ 与上一讲的 x 的微小变动 dx 是一回事么？
• dv 和 dc 之间有什么关系？
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等式约束的微小变动 II

将目标函数 F 和约束函数 G 的值的变化进行一阶泰勒近似，我
们有：

dv = F (x̄ + dx̄)− F (x̄)
= F1(x̄)dx̄1 + F2(x̄)dx̄2
= λ[G1(x̄)dx̄1 + G2(x̄)dx̄2]
= λ[G(x̄ + dx̄)− G(x̄)]
= λ[(c + dc)− c ] = λdc

因此，一阶条件中的乘子 λ = dv/dc 就是目标函数所能达到的
最大值的变动，与约束等式右边参数的变动的比例。
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拉格朗日乘子与影子价格 I

如果 v 为 F (x) 在向量约束 G(x) = c 下的最大值，λ 为对应约
束的乘子组成的列向量，那么由无穷小量变动 dc 引起的变动 dv
由下式给出：

dv = λdc =
∑

i
λidci .

考虑一个计划经济，通过选择一个生产计划 x̄ 以最大化社会福
利函数 F (x)。

• 这个计划需要资源向量 G(x)，这些资源的现有数量为向量
c。假定这个问题已经被求解出来，则拉格朗日乘子向量 λ
为已知。

• 假定经济以外的某个力量，对第一种资源（比如说劳动）投
入一个小的增量 dc1。
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拉格朗日乘子与影子价格 II

• 最大化问题就可以在新的劳动约束下求解，以确定一种新的
生产方式。

劳动的微小增量所导致的社会福利的增加值是 λ1dc1，因此，我
们认为乘子 λ1 就是这个经济中以社会福利单位来衡量的劳动的
边际产出。
考虑存在两种资源的情况，资源 1 是劳动，资源 2 是土地。假设
提供给这个经济额外的劳动 dc1，但是要求 dc2 单位的土地作为
回报。

• 在这一交易中，社会福利净收益为 dλ1dc1 − λ2dc2，因而社
会计划者最多愿意放弃的土地为 (λ1/λ2)dc1。

• 因此，我们可以把比例 (λ1/λ2) 称为以土地单位来衡量的每
单位劳动的需求价格，也就是土地和劳动的相对价格。

• 为了引出同价格的联系，同时又为了和市场价格在概念上有
所区别，拉格朗日乘子常被称作影子价格。
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中央计划经济：分配 I

考虑一个计划经济体制，中央计划者将在消费者间分配商品，各
种商品的产量是已知的。假设有 C 个消费者，c = 1, 2, · · · ,C，
和 G 种商品，g = 1, 2, · · · ,G。记商品 g 的总数量为 Xg，其分
配给消费者 c 的数量为 xcg。

• 每个消费者的效用都取决于分配到的各种商品的数量：

uc = Uc(xc1, xc2, · · · , xcG).

• 社会福利函数是关于所有消费者效用的函数:

w = W (u1, u2, · · · , uC )

• 中央计划者面临的约束为:

x1g + x2g + · · ·+ xcg = Xg , g = 1, 2, · · · ,G
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中央计划经济：分配 II

构造拉格朗日函数

L =W (U1(x11, x12, · · · , x1G), · · · ,UC (xC1, xC2, · · · , xCG))+∑
g

πg [Xg −
∑

c
xcg ]

其中，πg 表示对应于商品 g 的约束条件的拉格朗日乘子。
此时，拉格朗日函数的一阶条件为

∂L
∂xcg

=
∂W
∂uc

∂Uc

∂xcg
− πg = 0.

现在考虑市场经济体制，假定每种商品的价格为 πg，并给予每
一个消费者 c 一定的货币收入 Ic，允许其在预算约束下最大化自
己的效用。因此，市场经济下每个消费者面临着效用最大化问题：

范翻 中央财经大学 (CCFD)
12 / 23



中央计划经济：分配 III

max
xc1,··· ,xcn

U(xc1, xc2, · · · , xcn)

s.t. π1xc1 + π2xc2 + · · ·πGxcG ≤ Ic
此时，最优化问题的一阶条件为

∂Uc/∂xcg = λcπg

比较两种经济体制下的一阶条件 FOC1 和 FOC2

(∂W /∂uc)(∂Uc/∂xcg) = πg

∂Uc/∂xcg = λcπg

我们发现，如果对于所有的消费者 c，令
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中央计划经济：分配 IV

∂W /∂uc = 1/λc

那么这两个式子是完全一样的。
回忆一下，对于效用最大化问题而言，拉格朗日乘子 λ 代表什
么？

∂W
∂uc

λ = 1

意味着，每个消费者一单位收入对社会福利的边际影响是相等
的。换句话说，收入的分配应该被这样安排，以使得在边际上，
每一个消费者收入的社会价值都是相等的。只要做到这一点，他
们就可以自由地选择自己的消费束。
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非负的拉格朗日乘子

• 拉格朗日乘子衡量了稀缺资源禀赋的增加带来的社会福利的
增加。

• 直觉上，放松某个约束应该是一件有利的事情，因为计划着
至少可以取得和原来一样高的福利水平。

• 困难在于，在具有等式约束的一般形式问题中，约束等式右
边的数值增加并不必然意味着约束的放松。

• 因此，如果想要得到非负的影子价格，必须保证约束条件式
子右边数值的增加的确放松了对这个选择变量的限制。
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拉格朗日乘子的互补松弛条件

拉格朗日乘子的互补松弛条件：

λ ≥ 0, Lλ(x̄) ≥ 0

或者说

G i(x) ≤ ci , λi ≥ 0

中至少有一个不等式是以等式形式成立的。拉格朗日乘子 λi = 0
意味着资源 i 未被充分利用，出现闲置的情况：

• 如果某种资源已经被部分闲置，那么新增这种资源仍然会被
闲置。此时目标函数的最大值不变，影子价格将为零。

• 正的影子价格意味着现有资源的一单位边际增加能够得到很
好的使用，也就是说，原来的生产计划中这种资源没有被闲
置。
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即将过剩的位置 I

• 假定 ci 刚好处在某个点上，在这一点资源 i 正好处在即将
过剩的边际上，即已有的资源恰好被充分利用，但该资源任
何的增量都不会再被使用。

• 互补松弛条件不能告诉我们，在这一点处，拉格朗日乘子为
正还是为零。这取决于最大值 v 在 ci 的斜率，在边界点处
是平滑地变为零还是突然变为零。
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即将过剩的位置 II

• 情况 1（图 a）：斜率平滑地下降，在该点处的拉格朗日乘子
为零；

• 情况 2（图 b）：斜率突然下降，即任何介于左边曲线斜率和
右边直线斜率为零之间的 λi 都有可能代表影子价格恰好从
正转变为零。
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免税的购买 I

一个四处旅行的富翁，可以在家乡商店里购买不同牌子的酒，也
可以在世界各地的机场免税商店购买。免税商店中的价格便宜一
些，但是他所能购买的总量受到海关的限制：

• 假设有 n 种牌子的酒，在富翁家乡商店的价格为 p，在免税
店的价格为 q；

• 对于所有的品牌而言，免税店里的价格都较低，即 q ≪ p；
• 令 x 代表他在家乡购买的各种酒的数量，y 代表他在免税店
里购买的各种酒的数量；

• 富翁决定每年花在酒上的支出为 I；
• 海关规定每年富翁可以进口 K 瓶免税酒；
• 富翁的效用取决于总的消费数量 U = U(c), c = x + y。
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免税的购买 II

拉格朗日函数为：

L = U(c) + λ[I − px − qy ] + µ[K − ey ]

对于每一种酒 j，我们都有

∂L/∂xj = ∂U/∂cj − λpj ≤ 0, xj ≥ 0

满足互补松弛条件，同时，

∂L/∂yj = ∂U/∂cj − λqj − µ ≤ 0, yj ≥ 0

也满足互补松弛条件。
如果富翁同时在家乡商店和机场免税店购买了正数量的酒 j，那
么
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免税的购买 III

∂U/∂cj − λpj = 0 = ∂U/∂cj − λqj − µ

或

λpj = ∂U/∂cj = λqj + µ

最多有一个 j 使得上式成立，否则，假定存在两种酒 i 和 j，我
们会有

λ(pi − qi) = µ = λ(pj − qj)

由于我们假定该消费者没有满足，λ 是正的，所以

pi − qi = pj − qj
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免税的购买 IV

现在假定酒 j 仅能在家乡商店里被购买，由于 xj > 0, yj = 0，因
此有：

∂U/∂cj = λpj (FOC1)

和

∂U/∂cj ≤ λqj + µ (FOC2)

• 对于 FOC1，等式左边是酒 j 的边际效用，等式右边是在家
乡商店购买酒 j 的边际机会成本；

• 对于 FOC2，式子右边是在免税商店购买酒 j 的边际机会成
本 (怎么理解 µ?)。
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免税的购买 V

消费者的购买原理是：在有较低的机会成本的商店里购买每一种
牌子的酒。注意到

λqj + µ < λpi ,当且仅当pi − qi > µ/λ

因此，富翁会把各个牌子的酒按照他们在两种商店的绝对价格差
进行排序，绝对价格差最大的酒在免税商店购买，价格差最小的
在家乡商品购买。两者的交汇点恰好在用在免税限额的那一点。
因此，最多只有一种牌子的酒会同时在两种商店里被购买。
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