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凹函数及其导数 I

对于 θ ∈ [0, 1] 而言，称 F (x) 是凹函数，当且仅当:

F (xa+θ(xb − xa)) = F (θxb + (1− θ)xa) ≥
θF (xb) + (1− θ)F (xa)

稍作变形有

F (xa + θ(xb − xa))− F (xa)

θ
≥ F (x)

当 θ → 0，如果 F 是可微的，那么上式左边会趋近于
Fx (xa)(xb − xa)（洛必达法则）。因此有

Fx (xa) ≥ F (xb)− F (xa)

xb − xa
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凹函数及其导数 II

当 x 是一维的时候：
• Fx (xa) 就是函数 F (x) 在 xa 处切线的斜率

• F (xb)−F (xa)
xb−xa 是函数 F (x) 在点 xa, xb 之间连线的斜率

• 函数的凹性意味着切线位于函数曲线之上
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凹规划（Concave Programming）的定义

凹规划是一类特殊的数学优化问题，其目标函数为凹函数，且约
束条件定义的可行域为凸集。具体形式如下：

max
x

f (x)

s.t. gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,
x ∈ X ⊆ Rn,

其中：

• 目标函数 f (x) 是凹函数（若为最小化问题，则要求 f (x) 是凸函数）。
• 不等式约束 gi(x) 是凹函数（确保可行域 {x | gi(x) ≥ 0} 是凸集）。
• 等式约束 hj(x) 是仿射函数（即线性函数加常数，形如

hj(x) = aT
j x + bj）。

• 集合约束 X 是凸集（如 Rn 或某个凸多面体）。
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最大值函数的性质

对于每组给定的外生参数 c，最优选择 x̄ 和最大值 v̄ = F (x̄) 都
是 c 的函数。令 X (c) 表示最优选择函数，V (c) 表示最大值函
数：

• V 对于 c 是非减函数，意味着约束条件放松，最大值不可
能下降（最多持平）

• V 是凹函数，换言之对于任意给定的两组投入要素 c , c ′，以
及 θ ∈ [0, 1]，最大值函数满足

V (θc + (1− θ)c ′) ≥ θV (c) + (1− θ)V (c ′)
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凹性的证明 I

自然地，我们考虑 θx̄ + (1− θ)x̄ ′ 是否可以满足上述要求。
• 对于每一个 j，约束条件 G j 是凸的，意味着

G j(θx̄ + (1− θ)x̄ ′)

≤ θG j(x̄) + (1− θ)G j(x̄ ′)

≤ θci + (1− θ)c ′
i

• 因此，θx̄ + (1− θ)x̄ ′ 是约束条件 G(x) ≤ θci + (1− θ)c ′
i 下

的一个可行选择
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凹性的证明 II

• 根据 F 的凹性有

F (θx̄ + (1− θ)x̄ ′)

≥ θF (x̄) + (1− θ)F (x̄ ′)

≥ θv̄ + (1− θ)v̄ ′

• 而最大值 V (θc + (1− θ)c ′) 代表着所有可行选择中最大的
收入，换言之，一定有

V (θc + (1− θ)c ′)

≥ F (θx̄ + (1− θ)x̄ ′)

≥ θv̄ + (1− θ)v̄ ′
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经济学含义

• G 为凸函数，排除了生产中的规模经济或专业化，确保了一
个加权平均的产量能够通过相同权重的平均投入生产出来

• F 为凹函数，保证了由此产生的收入大于等于各个收入的对
应加权平均值
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凹规划中的值函数
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分离性质

• 集合 A 是所有满足 v ≤ V (c) 的点 (c , v) 的集合，意味着使
用投入向量 c 进行生产，生产出的产品至少能带来 v 的收
入

• 在集合 A 中选择一点 (c∗, v∗)，使得 v∗ = V (c∗)，这必然是
一个边界点

• 集合 B 是所有满足 c ≤ c∗ 和 v ≥ v∗ 的点 (c , v) 的集合
分离超平面：

ϵv − λc = b = ϵv∗ − λc∗

其中 ϵ 是一个标量，λ 是一个 m 维向量，且满足

ϵv − λc
{
≤ b, ∀(c , v) ∈ A
≥ b, ∀(c , v) ∈ B
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约束规格
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斯拉特条件

斯拉特条件：集合 A 至少存在一个内点 x0 使得 G(x0) ≪ c∗，即
x0 满足所有约束条件且严格不等式成立
证明思路：

• 假设存在 x0 满足所有约束严格不等式 - 当 ϵ = 0 时推导矛
盾

• 得出结论 ϵ > 0

关键等式：

λ(G(x0)− c∗) =
m∑

i=1

λi(G i(x0)− c∗
i ) < 0
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影子价格

• 令 ϵ = 1，则 λ 解释为投入要素的影子价格
• 最大值函数 V 的可微性导致 λ = Vc(c∗)

• 当 V 不可微时，存在双边不等式：

V−
i ≥ λi ≥ V+

i
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一般化的边际产品
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选择变量

通过分离定理推导关键不等式：

F (x̄)− λG(x̄) ≤ V (c)− λc

结合互补松弛条件：
• 对于每个约束 i，λi [ci − G i(x̄)] = 0

• 要么 λi = 0，要么 G i(x̄) = ci
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凹规划的必要条件

若 x̄ 是凹规划问题的最优解，存在向量 λ 满足：
• x̄ 在无约束下最大化 F (x)− λG(x)
• λ ≥ 0 且满足互补松弛条件
• 可微情形下的一阶条件：

Fx (x̄)− λGx (x̄) = 0
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凸规划的充分条件 I

若 x̄ 满足：
• 最大化 F (x)− λG(x)
• 满足互补松弛条件

则对任意可行 x 有：
F (x̄) ≥ F (x)

利用凹函数性质：

[F (x)− λG(x)]− [F (x̄)− λG(x̄)] ≤ 0
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凹规划的充分条件 II

若 x̄ 和 λ 满足以下条件：
• x̄ 在无约束的情况下最大化了 F (x)− λG(x)
• λ ≥ 0 和 G(x̄) ≤ c 满足互补松弛条件

那么 x̄ 在约束 G(x) ≥ c 下最大化 F (x)。如果 (F − λG) 是凹函
数，那么

F (x)− λG(x) ≤ F (x̄)− λG(x̄)

也意味着条件 (i) 成立。

范翻 中央财经大学 (CCFD)
18 / 21



拟凹规划 (F 拟凹，G 为线性函数)

如果 F 为拟凹函数，那么

F ((1− θ)xa + θxb) ≥ min(F (xa),F (xb))

假定 F (xb) ≥ F (xa)，那么

F (xa + θ(xb − xa)) ≥ F (xa)

将上式看作关于 θ 的函数：

h(θ) ≥ h(0), ∀θ ∈ [0, 1]

通过链式法则推导：

h′(θ) = Fx (xa + θ(xb − xa))(xb − xa)

h′(0) = Fx (xa)(xb − xa) ≥ 0
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拟凹规划 II

考虑在线性约束 px ≤ b 下最大化 F (x)，最优解必要条件为：

Fx (x̄)− λp = 0

充分性证明：对任意满足 F (x) > F (x̄) ≡ v̄ 的 x，取 xa = x̄ 和
xb = x，由拟凹性可得：

Fx (x̄)(x − x̄) ≥ 0
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拟凹规划 III

结合必要条件推导：

p(x − x̄) ≥ 0 ⇒ px ≥ px̄

反证结论：
• 若 px = px̄，则 x 在满足约束下得到更大 F，矛盾
• 故必有 px > px̄，即 x 不可行
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