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无约束最大化问题

在某一点 x̄ 附近对函数 F (x) 进行泰勒展开：

F (x) = F (x̄) + F ′
(x̄)(x − x̄) + 1

2
F ′′

(x̄)(x − x̄)2 + · · ·

最优化的一阶必要条件是 F ′
(x̄) = 0，因此

F (x)− F (x̄) = 1

2
F ′′

(x̄)(x − x̄)2 + · · ·

对于足够接近于 x̄ 的 x 而言，二阶项就支配了泰勒展开中的高
阶项。因此，如果 F ′′

(x̄) 为正，我们就可以找到一个足够接近于
x̄) 的 x，使得 F (x) > F (x̄)。换句话说，x̄ 是 F (x) 的局部或全
局最大值的二阶必要条件是

F ′′
(x̄) ≤ 0.
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无约束最大化问题

如果 F ′′
(x̄) 严格为负，那么在 x̄ 附近足够小的区间内，不管高

阶项的符号如何，我们都有 F (x) < F (x̄)。因此

F ′′
(x̄) < 0.

是 x̄ 产生 F (x) 的一个局部最大值的二阶充分条件。
二阶必要条件和二阶充分条件之间存在两个不同之处：
• 前者是一个弱的不等式，而后者是相应的严格不等式；
• 前者是局部或全局最大值的一个必要条件，而后者仅是局部
最大值的一个充分条件。
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无约束最大化问题

假定最大化问题包含一个参数 θ。则一阶条件为：

Fx (x̄ , θ) = 0.

我们希望知道最优选择如何随着 θ 的变动而变化，将上式全微分
可得

Fxx (x̄ , θ)dx̄ + Fxθ(x̄ , θ)dθ = 0.

或

dx̄/dθ = −Fxθ(x̄ , θ)/Fxx (x̄ , θ).

在最优解处，等式右边分母为负。因此 dx̄/dθ 的符号与 Fxθ 在
最优解处的符号相同。

范翻 中央财经大学 (CCFD)
4 / 11



比较静态分析

考虑选择变量为向量的最优化情形，泰勒展开可以写作：

F (x) = F (x̄) + Fx (x̄)(x − x̄) + 1

2
(x − x̄)T Fxx (x̄)(x − x̄) + · · ·

此时 Fxx 是由二阶偏导数 Fjk ≡ ∂2F/∂xj∂xk 组成的对称方阵。
上标 T 代表矩阵的转置。二阶项此时是二次型：

(x − x̄)T Fxx (x̄)(x − x̄) =
n∑

j=1

n∑
k=1

Fjk(x̄)(xj − x̄j)(xk − x̄k).
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二次型与凸性

Rn 上的一个二次型是一个定义在 Rn 上的函数，表达式为
yT My，其中 M 是一个对称矩阵, 矩阵 M 称为关于二次型的矩
阵（二次型矩阵）：

• 如果对于所有的 y ̸= 0，二次型 yT My 的值均为负的，那么
该二次型被称为负定的；如果二次型 yT My 的值均为非正
的，那么该二次型被称为半负定的。

• 如果对称矩阵 M 的 k 阶主子式 Mk，即由任意的 k 行和 k
列元素组成的子矩阵而言，都有 (−1)k |Mk | ≥ 0 。

• 如果 Fxx (x̄) 是半负定的二次型矩阵，那么 F 在 x̄ 处是凹的。
• 最大化问题的二阶充分条件等价于 (x − x̄)T Fxx (x̄)(x − x̄)
是负定的；二阶必要条件等价于 (x − x̄)T Fxx (x̄)(x − x̄) 是
半负定的。

范翻 中央财经大学 (CCFD)
6 / 11



比较静态分析

对一阶条件 Fx (x̄ , θ) = 0 全微分

Fxx (x̄ , θ)dx̄ + Fxθ(x̄ , θ)dθ = 0.

此时，dx̄ 和 dθ 均是向量，Fxx 和 Fxθ 均是矩阵。dx̄ 的解是

dx̄ = −Fxx (x̄ , θ)−1Fxθ(x̄ , θ)dθ
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约束最优化

考虑两个选择变量和一个等式约束的最优化问题，即在约束
G(x1, x2) = c 下最大化 F (x1, x2)，其中 F 和 G 都是自变量的增
函数。把 x2 视作沿着每一条 F 的等值线上关于 x1 的函数：

dx2/dx1 = −F1(x1, x2)/F2(x1, x2).

x2 作为 x1 的函数，将上式再次微分有

d2x2
dx2

1

=
d [−F1/F2]

dx1

= −F2(F11 + F12dx2/dx1)− F1(F21 + F22dx2/dx1)
F 2
2

= −F 2
2 F11 − 2F1F2F12 + F 2

1 F22

F 3
2
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约束最优化

类似的表达式也可以沿着约束曲线求二阶导数得到，x̄ 为局部最
优解的二阶充分条件为 dx

2 /dx2
1 沿着 F 的等值线的值应该比它沿

着 G 的等值线的值更大。利用一阶必要条件

Fj(x̄) = λGj(x̄), j = 1, 2

化简可得

G2
2 (F11 − λG11)− 2G1G2(F12 − λG12) + G2

1 (F22 − λG22) < 0.

其矩阵形式为:

det

F11 − λG11 F12 − λG12 −G1

F21 − λG21 F22 − λG22 −G2

−G1 −G2 0

 > 0

范翻 中央财经大学 (CCFD)
9 / 11



约束最优化

在上述问题中的函数 F 和 G 中加入一个 s 维的参数向量 θ，那
么一阶条件为

Fx (x̄ , θ)− λGx (x̄ , θ) = 0,G(x̄ , θ) = 0

对一阶条件全微分有

n∑
k=1

(∂2F/∂xj∂xk)dx̄k +

s∑
r=1

(∂2F/∂xj∂θr )dθr

−
m∑

i=1

λi{
n∑

k=1

(∂2G/∂xj∂xk)dx̄k +

s∑
r=1

(∂2G/∂xj∂θr )dθr}

−
m∑

i=1

dλi∂G i∂xj = 0
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约束最优化

上式可以用矩阵表示为：[
Fxx − λGxx −GT

x
−Gx 0

] [
dx̄

dλT

]
= −

[
Fxθ − λGxθ

−Gθ

]
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