
Part 2  数学回顾



概率论与数理统计回顾

⚫概率和结果

• 结果(outcome)：一个随机过程可能发生的互斥的后果。

• 概率(probability)：结果出现的概率是指长期观测的结果发生的次数占总样本
的比例，也为结果的发生概率。

⚫样本空间和事件

• 样本空间(sample space)：所有可能结果的集合。

• 事件(event)：样本空间的子集，即，事件是一个或多个结果的集合。

⚫随机变量(random variable) ：一个随机结果的数值概括。

• 离散型(discrete) ：只取离散值，如1,2,...

• 连续型(continuous) ：取一系列可能的连续值，如[0, ∞)



概率与条件概率

• 例 明天下雨的概率？

• 记事件“下雨”为 A，其发生的“概率”(probability)为P(A ) 。

• 例 已知明天会出太阳，则下雨的概率有多大？

• 记事件“出太阳”为 B，则在出太阳的前提条件下，降雨的条件概率(conditional probability)为

𝑃(𝐴|𝐵) ≡
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)

• AB表示事件A 与B同时发生(即交集，也记为𝐴 ∩ 𝐵 )，故𝑃(𝐴𝐵)为 “太阳雨”的概率。

• 例股市崩盘的可能性为无条件概率；在已知经济已陷入严重衰退的情况下，股市崩盘的可能性则为
条件概率。



独立事件与全概率公式

⚫独立事件

• 如果条件概率等于无条件概率， 𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃(𝐴)，即B 是否发生不影响A的发生，则称A，B为相互独
立的随机事件。

• 此时，𝑃 𝐴 𝐵 ≡
𝑃 𝐴𝐵

𝑃 𝐵
= 𝑃(𝐴)，故𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)

⚫全概率公式

• 如果事件组 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 (𝑛 ≥ 2) 两两互不相容，但必有一件事发生，且每件事的发生概率均为正数，
则对任何事件A (无论 A 与 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 是否有任何关系），都有

𝑃 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝐵𝑖 𝑃(𝐴|𝐵𝑖)

• 全概率公式把世界分成了𝑛个可能得情形 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 ，再把每种情况下的条件概率𝑃(𝐴|𝐵𝑖）“加权
平均”而汇总成无条件概率（权重为每种情形发生的概率𝑃 𝐵𝑖 ）。



分布与条件分布
⚫离散型概率分布

• 假设随机变量X的可能取值为 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 , … ，其对应概率为
𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘 , … ，即 𝑝𝑘 ≡ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘)，则称𝑋为离散型随机变量，
其分布律可表示为

• 其中， 𝑝𝑘 ≥ 0，σ𝑘 𝑝𝑘 = 1

• 常见的离散分布有两点分布(Bernoulli)、二项分布(Binomial)、泊
松分布(Poisson)等。



分布与条件分布
⚫连续型概率分布

• 连续型随机变量 X 可以取任意实数，其
概率密度函数(probability density 
function，简记 pdf) 𝑓(𝑥)满足，

• (1) 𝑓(𝑥) ≥ 0，∀𝑥

• ∞−׬ (2)
+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1

• (3) X 落入区间[𝑎, 𝑏]的概率为

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑎׬
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥



• 定义累积分布函数(cumulative distribution function，简记 cdf)：

𝐹 𝑥 ≡ 𝑃 −∞ < 𝑋 ≤ 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

• 其中，𝑡为积分变量。 𝐹 𝑥 度量的是，从−∞至𝑥为止，概率密度函数𝑓 𝑡 曲
线下的面积。



⚫多维随机变量向量的概率分布

• 为研究变量间关系，常同时考虑两个或多个随机变量，即随机向量(random 
vector)。二维连续型随机向量(𝑋, 𝑌) 的联合密度函数 ( joint pdf) 𝑓 𝑥, 𝑦 满
足：

• (1) 𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0，∀𝑥, 𝑦

• ∞−׬ (2)
+∞

∞−׬
+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1

• (3) (𝑋, 𝑌)落入平面某区域D的概率为𝑃 (𝑋, 𝑌) ∈ 𝐷 = 𝐷׭
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

• 二维随机向量的联合密度函数就像倒扣的草帽。落入平面某区域D的概率就
是此草帽下在区域D 之上的体积。

• 𝑛维连续型随机变量 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛

可由联合密度函数𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)来描述



• 从二维联合密度 𝑓 𝑥, 𝑦 ，可计算𝑋的（一维）边缘密度函数(marginal pdf)：

𝑓𝑥 𝑥 = න
−∞

+∞
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

即给定X = 𝑥，把所有𝑌取值的可能性都“加总”起来（积分的本质就是加总）。

• 类似地，可以计算Y的（一维）边缘密度函数：

𝑓𝑦 𝑦 = න
−∞

+∞
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

即给定Y = 𝑦，把所有X取值的可能性都“加总”起来。

• 定义二维随机向量(𝑋, 𝑌)的累积分布函数为：

𝐹 𝑥, 𝑦 ≡ 𝑃 −∞ < 𝑋 ≤ 𝑥;−∞ < Y ≤ 𝑦 = න

−∞

𝑥

න

−∞

𝑥

𝑓 𝑡, 𝑠 𝑑𝑡𝑑𝑠



条件分布

• 条件分布(conditional distribution)的概念对于计量至关重要。

• 考虑在𝑋 = 𝑥条件下𝑌的条件分布，记为𝑌|𝑋 = 𝑥或𝑌|𝑥

• 对于连续型分布，此条件分布相当于在“草帽”(联合密度函数) 
上𝑋 = 𝑥的位置垂直地切一刀所得的截面。

• 由于𝑋为连续型随机变量，事件 𝑋 = 𝑥 发生的概率为0。



• 如何计算𝑌|𝑋 = 𝑥的条件概率密度(conditional pdf)？

• 考虑𝑥附近的小邻域 𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀

• 计算在𝑋𝜖 𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀 条件下𝑌的累积分布函数，即𝑃ሼ
ሽ

𝑌 ≤ 𝑦|𝑋 ∈
𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀 ，然后让𝜀 → 0+，则可证明条件密度函数为，

𝑓 𝑦 𝑥 =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑥(𝑥)

• 直观上，此公式与条件概率公式𝑃(𝐴|𝐵) ≡
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)
类似。



随机变量的数字特征
• 定义对于分布律为𝑝𝑘 ≡ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘)的离散型随机变量𝑋，其期望(expectation)为

𝐸(𝑋) ≡ 𝜇 ≡ ෍

𝑘=1

∞

𝑥𝑘𝑝𝑘

期望的直观含义就是对𝑥𝑘进行加权平均，而权重为概率𝑝𝑘

• 定义对于概率密度函数为𝑓(𝑥)的连续型随机变量𝑋，其期望为

𝐸(𝑋) ≡ 𝜇 ≡ න
−∞

+∞
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

上式也是对𝑥进行加权平均，权重为概率密度𝑓(𝑥)



随机变量的数字特征

• 有时称求期望这种运算为期望算子(expectation operator)。

• 期望算子满足线性性(linearity)，即对于任意常数𝑘

𝐸 𝑋 + 𝑌 = 𝐸(𝑋)+ 𝐸(𝑌)， 𝐸 𝑘𝑋 = 𝑘𝐸(𝑋)



• 定义 随机变量𝑋的方差(variance)为
𝑉𝑎𝑟(𝑋) ≡ 𝜎2 ≡ 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2

• 方差越大，则随机变量取值的波动幅度越大。

• 称方差的平方根为标准差(standard deviation)，记为𝜎。

• 在计算方差时，常利用以下简便公式：

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸(𝑋2) −[𝐸(𝑋)]2

• 常需要考虑两个变量之间的相关性，即一个随机变量的取值会对
另一随机变量的取值有多大影响。



• 常需要考虑两个变量之间的相关性，即一个随机变量的取值会对另一随机变量的取
值有多大影响。

• 定义 随机变量 X 与 Y 的协方差(covariance)为
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) ≡ 𝜎𝑋𝑌 ≡ 𝐸[(𝑋 − 𝐸 𝑋 )(𝑌 − 𝐸(𝑌))]

• 如果当随机变量X 的取值大于(小于)其期望𝐸 𝑋 时，随机变量Y 的取值也倾向于大
于(小于)其期望值𝐸 𝑌 ，则𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 > 0 ，二者存在正相关；

• 反之，如果当随机变量X 的取值大于(小于)其期望𝐸 𝑋 时，随机变量Y 的取值反而
倾向于小于(大于)其期望值𝐸(𝑌))，则𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 < 0 ，二者存在负相关。

• 如果𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 0 ，则说明二者线性不相关(uncorrelated)，但不一定相互独立
(independent)，因为还可能存在非线性的相关关系。

• 在计算协方差时，常使用以下简便公式：
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌

• 协方差的运算也满足线性性，可以证明：
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + 𝑍 = 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍)



• 定义随机变量X 与 Y 的相关系数(correlation)为

𝜌 ≡ 𝐶𝑜𝑟𝑟 𝑋, 𝑌 ≡
𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑉𝑎𝑟 𝑌
=

𝜎𝑋𝑌
𝜎𝑋𝜎𝑌

• 相关系数一定介于-1与1之间，即−1 ≤ 𝜌 ≤ 1

• 如果以上各定义式中的积分不收敛，则随机变量的数字特征可能
不存在。

• 比如，自由度为1的𝑡分布变量，其期望与方差都不存在。



• 更一般地，对于随机变量𝑋，可以定义一系列的数字特征，即各
种矩(moment)的概念。

•定义一阶原点矩为𝐸 𝑋 （即期望），二阶原点矩为𝐸(𝑋2)，三阶
原点矩为𝐸(𝑋3)，四阶原点矩为𝐸(𝑋4)，等等。

•定义二阶中心矩为𝐸[𝑋 − 𝐸 𝑋 ]2（即方差），三阶中心矩为
𝐸[𝑋 − 𝐸 𝑋 ]3，四阶中心矩为𝐸[𝑋 − 𝐸 𝑋 ]4，等等。

• 一阶原点矩(期望)表示随机变量的平均值。

• 二阶中心矩(方差)表示随机变量的波动程度。

• 三阶中心矩表示随机变量密度函数的不对称性(偏度) 。

• 四阶中心矩表示随机变量密度函数的最高处(山峰)有多“尖”及
尾部有多“厚”(峰度) 。



• 三、四阶中心矩还取决于变量的单位。为此，首先将变量“标准
化”(即减去期望𝜇，再除以标准差𝜎)，并引入以下定义。

•定义随机变量𝑋的偏度(skewness)为𝐸[(𝑋 − 𝜇)/𝜎]3

• 如果随机变量为对称分布(比如，正态分布)，则其偏度为 0；因为
根据微积分，奇函数在关于原点对称的区间上积分为 0 。

• 定义 随机变量X 的峰度(kurtosis)为𝐸[(𝑋 − 𝜇)/𝜎]4

• 对于正态分布，其峰度为 3。如果随机变量X 的峰度大于 3(比如t 
分布)，则其密度函数的最高处(山峰)比正态分布更“尖”，而两
侧尾部则更“厚”，称为“厚尾”(fat tails)。存在厚尾的概率分
布更容易在尾部取值，称为极端值(outlier)。





• 定义随机变量X 的超额峰度 (excess kurtosis) 为𝐸[(𝑋 − 𝜇)/𝜎]4−3

• 由于正态分布的偏度为 0，峰度为 3，故可使用正态分布的偏度

与峰度性质来检验某个分布是否为正态分布。

• 更一般地，对于随机变量 X 与任意函数𝑔(∙)，称随机变量函数

𝑔(𝑋)的期望𝐸 𝑔 𝑋 = ∞−׬
+∞

𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥为矩(moment)。



• 定义条件期望(conditional expectation)就是条件分布𝑌|𝑥的期望，
即

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) ≡ 𝐸(𝑌|𝑥) = න
−∞

+∞
𝑦𝑓(𝑦|𝑥)𝑑𝑦

• 由于𝑦已被积分积掉，故𝐸 𝑌 𝑥 只是𝑥的函数。



• 定义条件方差(conditional variance)就是条件分布𝑌|𝑥的方差

𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝑋 = 𝑥 ≡ 𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝑥 = ∞−׬
+∞

𝑦 − 𝐸 𝑌 𝑥
2
𝑓 𝑦 𝑥 𝑑𝑦

• 由于𝑦已被积分积掉，故𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝑥 也只是𝑥的函数。



• 定义 设𝑿 = (𝑋1𝑋2…𝑋𝑛)′为𝑛维随机向量，则其期望为𝑛维列向量：

𝐸(𝑿) ≡ 𝐸
𝑋1
⋮
𝑋𝑛

≡
𝐸(𝑋1)
⋮

𝐸(𝑋𝑛)



• 定义设𝑋 = (𝑋1𝑋2⋯𝑋𝑛)′为𝑛维随机向量，则其协方差矩阵
(covariance matrix)为𝑛 ×n对称矩阵：



• 主对角线元素𝜎𝑖𝑖 ≡ 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖)，非主对角线元素𝜎𝑖j ≡ 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

• 协方差矩阵必然为半正定矩阵(positive semidefinite)。在一维情况
下，这意味着随机变量的方差必然为非负。

• 对于随机向量𝐗的期望与协方差矩阵的运算，有如下法则，假设𝑨
为𝑚 × 𝑛常数矩阵（不含随机变量），可以证明：

• （1）𝐸 𝑨𝑿 = 𝑨𝐸(𝑿)（期望算子的线性性）

• （2）𝑉𝑎𝑟 𝑿 = 𝐸 𝑿𝑿′ − 𝐸(𝑿) 𝐸(𝑿) ′ (一维公式的推广) 

• （3）𝑉𝑎𝑟 𝑨𝑿 = 𝑨𝑉𝑎𝑟(𝑿)𝑨′ (夹心估计量) 

• 如果A为对称矩阵，则𝑉𝑎𝑟 𝑨𝑿 = 𝑨𝑉𝑎𝑟 𝑿 𝑨，称为夹心估计量
(sandwich estimator)，其中两边的𝑨为“面包”，而夹在中间的
𝑉𝑎𝑟 𝑿 为“菜”，在形式上类似于三明治。



• 以上随机变量的数字特征都可视为“总体矩”(population 
moments)。

• 在抽取随机样本后，可用样本数据计算相应的“样本矩”
(sample moments)，作为相应总体矩的估计值。

• 即以“求样本平均值运算”
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 (∙) 来替代总体矩表达式的期

望算子𝐸(∙)

• 比如，可用样本均值(sample mean) 
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖) 来估计总体均值

(population mean)或期望𝐸(𝑋)。



迭代期望定律

• 定理对于条件期望的运算，有以下重要的迭代期望定律(Law of 
iterated expectation) ，

𝐸 𝑌 = 𝐸𝑋[𝐸(𝑌|𝑥)]

• 无条件期望𝐸 𝑌 等于，给定𝑋 = 𝑥情况下𝑌的条件期望𝐸(𝑌|𝑥)（仍
为𝑥的函数），再对𝑋求期望。

• 如果𝑋为离散随机变量，则根据期望定义，上式可写为：

𝐸 𝑌 =෍
𝑖
𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 𝐸(𝑌|𝑥𝑖)

• 无条件期望等于条件期望之加权平均，而权重为条件“X = 𝑥”
的概率(取值可能性) 。



• 以数据集，验证迭代期望定律，即
𝐸 𝑙𝑛𝑤 = 𝐸𝑟𝑛𝑠[𝐸(𝑙𝑛𝑤|𝑟𝑛𝑠)]

• 其中， 𝑟𝑛𝑠为美国南方居民的虚拟变量，取值为0或1。

• 首先，计算𝑟𝑛𝑠 = 0情况下， 𝑙𝑛𝑤的条件期望：

• 北方居民有554位，其条件期望𝐸 𝑙𝑛𝑤 𝑟𝑛𝑠 = 0 = 5.725644

• 其次，计算𝑟𝑛𝑠 = 1情况下， 𝑙𝑛𝑤的条件期望：

• 南方居民有204 位，其条件期望𝐸 𝑙𝑛𝑤 𝑟𝑛𝑠 = 1 = 5.581083，故
美国南方居民的工资略低于北方。



• 以北方与南方居民所占比重作为权重，将北方与南方居民的平均
工资对数进行加权平均。

• 5.725644*(554/(554+204))+5.581083*(204/(554+204))=5.6867384

• 最后，用命令直接计算无条件期望。

• 二者的结果完全相等，验证迭代期望定律成立。



• 以离散型变量为例，证明等式。

• 假设𝑋的可能取值为𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖 , …，而𝑌的可能取值为
𝑦1, 𝑦, … , 𝑦𝑗 , …。记𝑝𝑖 ≡ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)，𝑞𝑗 ≡ 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑖)，而𝑝𝑖j ≡
𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)。

• 证明：从迭代期望定律的等式右边开始证明。





• 迭代期望定律很像全概率公式：无条件期望等于条件期望之加权

平均，权重为条件概率密度。

• 将迭代期望定律推而广之，对于任意函数𝑔(∙)，可得

𝐸 𝑔 𝑌 = 𝐸𝑋𝐸[𝑔(𝑌)|𝑋]

• 有时期望算子𝐸𝑋的下标被省去，需注意对什么变量求期望。



概率论与数理统计回顾

• 联合、边缘和条件概率/分布

• 例如：

X

0 1

Y 0 1/4 1/3

1 1/3 1/12



概率论与数理统计回顾

• 𝑋的边际分布：

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑋 = 0 = 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0, 𝑋 = 0 + 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1, 𝑋 = 0 =
1

4
+

1

3
=

7

12

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑋 = 1 = 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0, 𝑋 = 1 + 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1, 𝑋 = 1 =
1

3
+

1

12
=

5

12



概率论与数理统计回顾

• 𝑌的条件分布，例如𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌|𝑋 = 0)和𝑝𝑟𝑜𝑏(𝑌|𝑋 = 1)

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0|𝑋 = 0 =
𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌=0,𝑋=0)

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋=0)
=

1/4

7/12
=

3

7

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1|𝑋 = 0 =
𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌=1,𝑋=0)

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋=0)
=

1/3

7/12
=

4

7

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0|𝑋 = 1 =
𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌=0,𝑋=1)

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋=1)
=

1/3

5/12
=

4

5

• 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1|𝑋 = 1 =
𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌=0,𝑋=1)

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋=1)
= 1 − 𝑝𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0|𝑋 = 1 = 1/5



概率论与数理统计回顾

• 𝑌的条件期望，例如E(𝑌|𝑋)
• 𝐸 𝑌|𝑋 = 0 = Σ𝑦𝑦 ⋅ 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 𝑦 𝑋 = 0

= 0 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0 𝑋 = 0 + 1 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1 𝑋 = 0 = 1 ×
4

7
=

4

7

• 𝐸 𝑌|𝑋 = 1 = Σ𝑦𝑦 ⋅ 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 𝑦 𝑋 = 1

= 0 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0 𝑋 = 1 + 1 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1 𝑋 = 1 = 1 ×
1

5
=

1

5

• 𝐸 𝑌|𝑋 = ቐ

4

7
,概率为

7

12
← 𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋 = 0)

1

5
,概率为

5

12
← 𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑋 = 1)

• 我们有𝐸 𝐸 𝑌 𝑋 =
4

7
×

7

12
+

1

5
∗

5

12
=

5

12



概率论与数理统计回顾

• 𝑌的无条件期望，例如E(𝑌|𝑋)
• 𝐸 𝑌 = Σ𝑦𝑦 ⋅ 𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑌 = 𝑦)

= 0 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 0 + 1 × 𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑌 = 1 = 0 ×
7

12
+ 1 ×

5

12
=

5

12

• 我们有𝐸 𝐸 𝑌 𝑋 =
4

7
×

7

12
+

1

5
∗

5

12
=

5

12

• 注释：𝐸 𝐸 𝑌 𝑋 = 𝐸(𝑌) ←迭代期望定律（LIE）



随机变量无关的三个层次概念

•定义对于连续型随机变量𝑋与𝑌，如果其联合密度等于边缘密度
的乘积，即𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑥(𝑥)𝑓𝑦(𝑦)，则称𝑋与𝑌相互独立
(independent)。

• 如果𝑋与𝑌相互独立，则𝑋与𝑌没有任何关系，故𝑋的取值不对𝑌的
取值产生任何影响，反之亦然。

• “相互独立”是有关随机变量“无关”的最强概念。

• 线性不相关的概念则更弱，仅要求协方差为0，即𝐶ov X, Y = 0

• “相互独立”意味着“线性不相关”，但反之不然。



• 在二者之间还有一个中间层次的无关概念，即“均值独立” (mean-
independence)，在计量中很有用。

• 定义 假设条件期望𝐸(𝑌|𝑥)存在。如果𝐸(𝑌|𝑥)不依赖于X，则称Y 均值
独立于X ( Y is mean-independent of X)。

• 均值独立不是一种对称的关系，即“Y 均值独立于X”并不意味着“X 
均值独立于Y ”。

• 命题 Y均值独立于X ，当且仅当𝐸 𝑌 𝑥 = 𝐸(𝑌)(条件期望等于无条件期
望) 。

• 证明：（1）假设𝑌均值独立于𝑋，则𝐸 𝑌 𝑥 不依赖于𝑋，故
𝐸𝑋 𝐸 𝑌 𝑥 = 𝐸(𝑌|𝑥)。根据迭代期望定律， 𝐸 𝑌 = 𝐸𝑋 𝐸 𝑌 𝑥 =
𝐸(𝑌|𝑥).

• （2）假设𝐸 𝑌 𝑥 = 𝐸 𝑌 ，则显然𝐸 𝑌 𝑥 不依赖于𝑋，故𝑌均值独立于
𝑋。



•命题 如果𝑋与𝑌相互独立，则𝑌均值独立于𝑋，且𝑋均值独立于𝑌。

•定理 如果𝑌均值独立于𝑋，或𝑋均值独立于𝑌，则𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 0

• “相互独立”→“均值独立”→“线性不相关”；反之不然。



常用连续型统计分布

• 1.正态分布：如果随机变量𝑋的概率密度函数为

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝

−(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2

则称𝑋服从正态分布(normal distribution)，记为𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2)，其中，𝜇为
期望，而𝜎2为方差。

将𝑋进行标准化，定义𝑍 ≡
𝑋−𝜇

𝜎
，则𝑍服从标准正态分布(standard normal 

distribution)，记为𝑍~𝑁(0,1)，其概率密度函数为

𝜙 𝑥 =
1

2𝜋
𝑒𝑥𝑝 −𝑥2/2



• 标准正态分布的概率密度以原点为对称，呈钟形通常记为𝜙(𝑥)；
其累积分布函数记为Φ(𝑥)



• 多维正态分布：如果𝑛维随机向量𝑋 = (𝑋1𝑋2…𝑋𝑛)′的联合密度函数为

𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 =
1

(2𝜋)𝑛/2|Σ|1/2
𝑒𝑥𝑝 −

1

2
(𝑿 − 𝝁)′𝜮−1(𝑿 − 𝝁)

• 则称𝑿服从期望为𝝁、协方差矩阵为𝜮的𝑛维正态分布，记为𝑿~𝑁(𝝁, 𝜮)。

• 其中， (𝑿 − 𝝁)′𝜮−1(𝑿 − 𝝁)的二次型，其二次型矩阵为协方差矩阵的
逆矩阵𝜮−1；|𝜮|为协方差矩阵𝜮的行列式。

• 多维正态分布具有良好的性质。比如，多维正态的每个分量都是正态，
其分量之任意线性组合仍然是正态。反之，每个分量均为一维正态并
不足以保证其联合分布也是多维正态的。

• 如果(𝑋1𝑋2…𝑋𝑛)服从𝑛维正态分布，则“𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛相互独立”
与“𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛两两不相关”是等价的。利用此性质，有时容易证明
正态变量的独立性。



𝜒2分布（卡方分布，Chi-square ）

• 如果𝑍~𝑁(0,1)，则𝑍2~𝜒2(1)，即自由度为1的𝜒2分布。

• 如果 𝑍1, … , 𝑍𝑘 为独立同分布的标准正态，则其平方和服从自由度为𝑘
的卡方分布，记为

෍

𝑖=1

𝑘

𝑍𝑖
2~𝜒2(𝑘)

• 参数𝑘为自由度(degree of freedom)，因为σ𝑖=1
𝑘 𝑍𝑖

2由𝑘个相互独立（自由）
的随机变量所构成。

• 𝜒2分布来自标准正态的平方和，故取值为正。可以证明， 𝜒2(𝑘)分布
的期望为𝑘，而方差为2𝑘。





𝑡分布

• 假设𝑍~𝑁(0,1)， 𝑌2~𝜒2(𝑘)，且𝑍与𝑌相互独立，则
𝑍

𝑌/𝑘
服从自由

度为𝑘的𝑡分布，记为
𝑍

𝑌/𝑘
~𝑡(𝑘)

• 𝑘为自由度。如果表达式中的分子与分母不互相独立，则一般不
服从𝑡分布。

• 𝑡分布也以原点为对称，但与标准正态分布相比，中间的“山峰”
更低（但更尖），而两侧有“厚尾”（fat tails）。

• 当自由度𝑘 → ∞时， 𝑡分布收敛于标准正态分布。





𝐹分布

• 假设𝑌1~𝜒
2(𝑘1)， 𝑌2~𝜒

2(𝑘2)，且𝑌1， 𝑌2相互独立，则
Τ𝑌1 𝑘1
Τ𝑌2 𝑘2

服从自

由度为𝑘1， 𝑘2的𝐹分布，记为
Τ𝑌1 𝑘1
Τ𝑌2 𝑘2

~𝐹(𝑘1, 𝑘2)

其中， 𝑘1, 𝑘2为自由度。

• 𝐹分布的取值也只能为正数，其概率密度形状与𝜒2分布相似、

• 如上式中分子与分母不独立，则一般不服从𝐹分布。





• 命题如果𝑋~𝑡(𝑘)，则𝑋2~𝐹(1, 𝑘)

• 证明由于𝑋~𝑡(𝑘)，故根据𝑡分布的定义，可将𝑋写为𝑋 =
𝑍

Τ𝑌 𝑘
~𝑡(𝑘)，

其中Z~𝑁(0,1)，𝑌~𝜒2(𝑘)，且𝑍与𝑌相互独立。

• 因此，

𝑋2 =
𝑍

Τ𝑌 𝑘

2

=
Τ𝑍2 1

Τ𝑌 𝑘
~𝐹(1, 𝑘)

• 其中，由于𝑍~𝑁(0,1)，估𝑍2~𝜒2(1)；而且，由于𝑍与𝑌相互独立，故
𝑍2也与𝑌相互独立。根据𝐹分布的定义， 𝑋2服从自由度为(1, 𝑘)

的𝐹分布。
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